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V delu obravnavajte algebrajsko in regularno logiko in njune modele v teo-
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dokažite osnovne izreke o veljavnoti in polnosti.
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Algebrajska in regularna kategorna logika
Izvleček
V nalogi je razvita funktorialna semantika za algebrajsko in regularno kate-
gorno logiko. V prvem delu je najprej na kratko predstavljena teorija kate-
gorij, nato se uvede pojem algebrajske teorije, ki je poseben primer logične
teorije prvega reda, v kateri nastopajo samo enačbe in operacije. Razširi se
klasična interpretacija modela teorije na vse kategorije, v katerih je mogoče
tako teorijo izraziti. Za vsako algebrajsko teorijo lahko definiramo posebno
sintaktično kategorijo, ki to teorijo predstavlja. Izkaže se, da lahko vsak
model algebrajske teorije enolično identificiramo s funktorjem, ki ohranja
strukturo sintaktične kategorije. To je izraženo v obliki ekvivalence katego-
rij. S pomočjo te ekvivalence je raziskana dualnost med sintakso in semantiko
algebrajske teorije. Drugi del se začne z opisom razreda kategorij imenovanih
regularne in motivacijo za njihovo vpeljavo v obliki primerov in lepih lastnosti
s katerimi se ponašajo. Nato se razvije razširitev enostavne algebrajske logike
iz prvega dela na tako imenovano regularno logiko, v kateri poleg enačb in
operacij nastopajo še relacijski simboli, resničnostna konstanta, konjunkcija
in kvantifikator obstoja. To naredi logiko bolj bogato in v njej je mogoče
izraziti koncepte kot je slika morfizma. Analogno kot v prvem delu se za
regularno teorijo definira njeno sintaktično kategorijo, s pomočjo katere se
pokaže ekvivalenco med modeli regularne logike in funktorji, ki ohranjajo
regularno strukturo.

Algebraic and regular kategorical logic
Abstract
The thesis develops functorial semantics for algebraic and regular logic. The
first part starts by briefly presenting category theory, then the concept of an
algebraic theory is introduced as a special case of a first order logic theory,
in which you only have equations and operations. The classical notion of a
model is expanded to categories in which such a theory can be expressed.
For each algebraic theory we may define a special syntactic category, which
represents it. It turns out that you can uniquely identify each model of such
a theory with a functor that preserves the structure of the syntactic cate-
gory. This is expressed in the form of an equivalence of categories. With the
help of this equivalence a duality between syntax and semantics is explored.
The second part begins with the description of a class of categories called
regular categories and the motivation for their definition in terms of exam-
ples and nice properties that these categories posses. An extension of the
simple algebraic logic is then developed into the so called regular logic which
besides equations and operations includes relation symbols, the truth con-
stant, conjunction and the existential quantifier. This makes the logic more
rich and makes it possible to express concepts like the image of a morphism.
Analogous with the first part we define the syntactic category of a regular
theory, with the help of which you can show an equivalence between models
of a regular theory and functors that preserve regular structure.
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V matematiki pogosto »v naravi« naletimo na strukture, za katere se izkaže,
da jih lahko opišemo z naborom operacij in enačb. Slaven tak primer je odkri-
tje strukture grupe pri iskanju splošne formule za računanje ničel polinomov.
Tak opis strukture z operacijami in enačbami imenujemo algebrajska teorija.
Na tak način lahko obravnavamo mnogo znanih primerov iz osnovne alge-
bre, kot so grupe, kolobarji, moduli itd., a tudi nekatere konstrukcije, ki niso
tako očitno algebrajske, na primer adjungirane funktorje. Vse algebrajske
teorije imajo mnogo skupnih, splošnih lastnosti. Nekatere izmed njih bomo
predstavili v sledečem poglavju. To bomo storili z uporabo tako imenovane
funktorialne semantike, katere razvoj nam bo služil tudi kot zgled v drugem
delu naloge, kjer bomo to idejo razširili na strukture, ki jih ni mogoče opisati
samo z enačbami.
1.1 Kratek pregled teorije kategorij
Še prej ponovimo nekatere pojme teorije kategorij. S tem tudi uvedemo
notacijo, ki jo bomo uporabljali v nalogi. Tu pa ne bodo predstavljeni vsi
rezultati teorije kategorij, ki jih bomo potrebovali. Uvod v teorijo kategorij
lahko najdemo na primer v [1, 18, 20]. Večkrat se bomo naslonili tudi na
koncepte in primere iz logike in algebre. Uvod v logiko lahko najdemo na
primer v [17], za uvod v algebro si bralec lahko pogleda [6].
Definicija 1.1. Kategorija sestoji iz:
• razreda objektov, ki jih bomo običajno označevali z velikimi tiskanimi
črkami, na primer X, Y,A,B . . .
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• razreda morfizmov, ki jih bomo običajno označevali z malimi tiskanimi
črkami, na primer f, g, α, β . . . Vsak morfizem f ima dva pridružena
objekta:
dom(f) in cod(f),
ki jima pravimo domena in kodomena. Za dom(f) = X in cod(f) = Y
to označimo z f : X → Y .
• operacije kompozicija, ki morfizmoma f, g, za katera velja cod(f) =
dom(g), priredi njun kompozitum. To je morfizem, ki ga označujemo z
g ◦ f , in za katerega velja dom(g ◦ f) = dom(f) in cod(g ◦ f) = cod(g).
Kategorija mora zadoščati naslednjima aksiomoma:
• če so f : X → Y , g : Y → Z in h : Z → W morfizmi, potem velja
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ,
• vsakemu objektu priredimo identitetni morfizem idX : X → X, za
katerega velja idX ◦ f = f , za vsak f : Y → X in g ◦ idX = g, za vsak
g : X → Z.
Kategorije običajno označujemo z velikimi tiskanimi črkami, na primer C,D.
Opomba. Včasih kompozitum g ◦ f označimo kar kot gf , če je v kontekstu
to edina smiselna operacija med morfizmoma.
Definicija 1.2. V kategoriji C razred vseh morfizmov med objektoma X in
Y označimo s HomC(X, Y ). Če je HomC(X, Y ) množica za vsaka X in Y ,
pravimo, da je C lokalno majhna.
Definicija 1.3. Naj bosta C in D kategoriji. Funktor iz C v D je preslikava
F , ki vsakemu objektu X iz C priredi objekt F (X) v D in vsakemu morfizmu
f : X → Y v C priredi morfizem F (f) : F (X) → F (Y ) v D. Izpolnjevati
mora naslednja pogoja:
• F (idX) = idF (X),
• F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) za vse f : X → Y in g : Y → Z.
Definicija 1.4. Naj bosta C in D kategoriji in F,G : C → D par funktorjev
med njima. Naravna transformacija ϑ : F → G, iz F v G, je družina
morfizmov
(ϑX : F (X) → G(X))X∈C
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tako, da za vsak morfizem f : X → Y v C komutira diagram
F (X) G(X)





To pomeni, da velja enačba G(f) ◦ ϑX = ϑY ◦ F (f).
Definicija 1.5. Naj bosta C in D kategoriji in F : C → D, G : D → C
funktorja. Potem sta F in G adjungirana, oziroma tvorita par adjungiranih
funktorjev, če za vsaka objekta X ∈ C in Y ∈ D obstaja bijekcija
HomD(F (X), Y ) ∼= HomC(X,G(Y )),
naravna v X in Y . V tem primeru pravimo, da je F levi adjunkt G in
simetrično, da je G desni adjunkt F . To označimo kot F ⊣ G.
1.2 Algebrajske teorije
Začnimo s splošnim pristopom opisa algebrajskih teorij. Te so karakterizirane
aksiomatsko, s spremenljivkami, konstantami, operacijami in enačbami. Za
naš pristop je pomembno, da so operacije definirane za celotno strukturo,
ne pa samo za nekatere elemente te strukture. To izključi dva pomembna
primera: teorijo polj, kjer inverz ničle ni definiran, in teorijo kategorij, kjer
so kompozitumi definirani samo za določene pare morfizmov. Idejo bomo
ilustrirali s temeljnim primerom iz algebre, teorijo grup.
Primer 1.6 (Teorija grup). Grupo lahko razumemo kot množico G, skupaj
z dvojiško operacijo · : G×G → G, ki zadošča aksiomoma:
∀x, y, z ∈ G. (x · y) · z = x · (y · z) (1.1)
∃e ∈ G.∀x ∈ G.∃y ∈ G. (e · x = x · e = x ∧ x · y = y · x = e) (1.2)
Že na prvi pogled lahko rečemo, da je struktura drugega izmed zgornjih
dveh aksiomov manj zadovoljiva od prvega, kajti vsebuje tako vgnezdene
kvantifikatorje, kot določa obstoj nekih elementov, ki pa jih je mogoče iz teh
aksiomov določiti enolično. Aksiomatizacijo lahko poenostavimo v naslednjih
korakih. Najprej k strukturi grupe dodamo konstanto e ∈ G in enomestno
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operacijo (−)−1 : G → G ter tako dobimo ekvivalentno formulacijo grupe, ki
jo podamo samo z enačbami:
x · (y · z) = (x · y) · z
x · e = e · x = x
x · x−1 = x−1 · x = e
V drugem koraku se lahko znebimo univerzalnega kvantifikatorja ∀, če vemo,
da spremenljivke x, y in z zavzamejo vrednosti iz množice G. V naslednjem
koraku iz opisa odstranimo eksplicitno omembo množice G. Za zadnji ko-
rak lahko konstanto e opišemo kot eniško operacijo e : 1 → G. Tak način
specifikacije bomo uporabili kot definicijo splošne algebrajske teorije.
Definicija 1.7. Signatura algebrajske teorije Σ je sestavljena iz družine mno-
žic {Σk}k∈N, kjer se elementi Σk imenujejo k-mestne osnovne operacije. Jezik
algebrajske teorije L(Σ) je množica termov, ki jih tvorimo induktivno:
1. Spremenljivke x, y, z . . . so termi,
2. Če so t1, . . . , tk že termi in je f ∈ Σk, potem je f(t1, . . . , tk) tudi term.
Definicija 1.8. Algebrajska teorija T = (ΣT, AT) je podana s signaturo ΣT
in množico enačb AT. Enačbe iz AT imenujemo aksiomi teorije T. Formalno
so to pari termov jezika L(ΣT).
Primer 1.9. Prazna oziroma trivialna teorija T0 je teorija brez operacij in
brez enačb. Ta teorija opisuje množico.
Primer 1.10. Teorija z eno konstanto in brez enačb je teorija množice z
odlikovanim elementom.
Primer 1.11. Teorija komutativnega kolobarja z enoto je algebrajska teorija.
Imamo dve ničmestni operaciji (konstanti) 0 in 1, eno eniško operacijo − in
dve dvojiški operaciji + in ·. Zanje veljajo enačbe:
(x+ y) + z = x+ (y + z) (x · y) · z = x · (y · z)
x+ 0 = x x · 1 = x
0 + x = x 1 · x = x
x+ (−x) = 0 (x+ y) · z = x · z + y · z
(−x) + x = 0 z · (x+ y) = z · x+ z · y
x+ y = y + x x · y = y · x
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Primer 1.12. Induktivni podatkovni tipi, kot jih poznamo v programskih
jezikih, so primer algebrajske teorije. Na primer podatkovni tip dvojiških
dreves z listi, označenimi s celimi števili, bi lahko definirali kot
type tree = Empty | Leaf of int | Node of tree * tree
Ta definicija ustreza algebrajski teoriji, sestavljeni iz konstante Empty, ki
predstavlja prazno drevo, konstante Leaf n, za vsak n ∈ N in dvomestne
operacije Node. Zgoraj podana teorija nima enačb, in ko podamo podatkovni
tip na tak način, imamo v mislih specifičen model, in sicer prosti.
Primer 1.13. Pomembna struktura, ki ni primer algebrajske teorije, je te-
orija delno urejene množice, ki jo formuliramo z dvomestno operacijo ≤, ki
ustreza aksiomom refleksivnosti, antisimetričnosti in tranzitivnosti.
Definicija 1.14. Dva terma s, t teorije T sta enaka, če lahko v končno mnogo
korakih z uporabo aksiomov T in lastnosti enakosti (refleksivnost, simetrič-
nost in tranzitivnost) iz s dobimo t ali obratno. Zaporedju teh korakov
pravimo izpeljava in to, da v T obstaja izpeljava iz s v t ozačimo s
T ⊢ s = t.
1.3 Model algebrajske teorije
Na primeru grup si poglejmo, kaj je model algebrajske teorije. Kot smo
povedali zgoraj, v klasični algebri grupo razumemo kot množico G, skupaj s
konstanto e ∈ G in preslikavama i : G → G in m : G×G → G. Grupa mora
ustrezati aksiomom:
m(x,m(y, z)) = m(m(x, y), z)
m(x, e) = m(e, x) = x
m(x, i(x)) = m(i(x), x) = e.
To idejo klasičnega modela lahko posplošimo tako, da jo »prevedemo« v
kategorični jezik, kar nam bo omogočilo, da govorimo o modelih v drugih
kategorijah kot Set. To storimo na naslednji način: grupa je objekt G ∈ Set,
skupaj s tremi morfizmi:
e : 1 → G, m : G×G → G, i : G → G.
6 Algebrajske teorije

























Za kategorno formulacijo smo potrebovali le končne produkte v Set. Torej
je isti opis smiseln v vsaki kategoriji s končnimi produkti. Torej lahko defini-






za katere diagrami (1.3), (1.4) in (1.5) komutirajo.
Podobno posplošimo homomorfizem med grupami v C: Morfizem h :
G → H je homomorfizem grup, če komutira z osnovnimi operacijami, kar
lahko izrazimo s komutirajočimi diagrami:
G×G H2 G H 1 1
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ali z enačbami:
mH ◦ h2 = h ◦mG
iH ◦ h = h ◦ iG
eH = h ◦ eG.
Skupaj s kompozitumi in identitetnimi homomorfizmi tako dobimo kategorijo
grup v C, ki jo označimo z Group(C).
V nadaljevanju bomo bolj pazljivo obravnavali spremenljivke. Za dane
spremenljivke x1, . . . , xn pravimo, da je t term v kontekstu x1, . . . , xn, če
velja, da v x1, . . . , xn nastopajo vse spremenljivke, ki smo jih uporabili za
konsturkcijo terma t. Term t v kontekstu x1, . . . , xn označimo z
x1, . . . , xn | t.
Formalno gledano so aksiomi teorijo T v bistvu pari termov v skupnem kon-
tekstu. Če zapišemo enačbo s = t brez konteksta, se privzame kontekst, ki
vsebuje natanko vse spremenljivke iz enačbe.
Definicija 1.15. Interpretacija I signature Σ v kategoriji C s končnimi pro-
dukti je podana z:
• objektom I ∈ C,
• morfizmom f I : Ik → I, za vsako k-mestno operacijo f .
Interpretacijo razširimo na vse terme jezika L(Σ). Interpretacija terma v
kontekstu [x1, . . . , xn | t]I je definirana rekurzivno:
1. Interpretacija spremenljivke xi je i-ta projekcija πi : In → I.
2. Term oblike f(t1, . . . , tk) se interpretira kot kompozitum
In Ik I,
⟨tI1, . . . , tIk⟩ f I
kjer je tIi : In → I interpretacija terma ti za i = 1, . . . , k in je f I
interpretacija osnovne operacije f .
Opomba. Interpretacija je odvisna od konteksta! Na primer term f(x1) se v
kontekstu x1 interpretira kot morfizem f I : I → I, medtem ko se v kontekstu
x1, x2 interpretira kot f I ◦ π1 : I2 → I. Zapis tI je torej le okrajšava za bolj
natančen zapis [x1, . . . , xn | t]I .
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Definicija 1.16. Naj bosta s in t terma v kontekstu x1, . . . , xn. V interpre-
taciji I je enačba s = t zadoščena, če sta morfizma sI in tI isti morfizem v C.
V posebnem, če je s = t aksiom teorije, potem pravimo, da je v interpreta-
ciji I zadoščen aksiom s = t, če sta [x1, . . . , xn | s]I in [x1, . . . , xn | t]I isti
morfizem v C:
In I
[x1, . . . , xn | s]I
[x1, . . . , xn | t]I
To označimo kot
I |= x1, . . . , xn | s = t.
Definicija 1.17. Interpretacija teorije (ΣT,AT) je interpretacija njene signa-
ture ΣT.
Definicija 1.18. Naj bo T algebrajska teorija. Model teorije T v kategoriji C
s končnimi produkti je interpretacija M , za katero velja
M |= s = t,
za vsak aksiom s = t teorije T.
Definicija 1.19. Naj bosta M,N interpretaciji signature ΣT. Homomorfi-
zem interpretacij h : M → N je morfizem v C, ki komutira z interpretacijami
osnovnih operacij,
h ◦ fM = fN ◦ h,







Ker je identitetni morfizem vedno homomorfizem in so kompozicije homo-
morfizmov spet homomorfizmi, ki asociatovnost podedujejo iz C, modeli in
homomorfizmi tvorijo kategorijo Mod(T,C).
Primer 1.20. Model prazne teorije T0 je samo objekt M ∈ C, homomorfi-
zem med dvema modeloma pa je le morfizem v C, brez dodatnih omejitev,
torej
Mod(T0,C) = C.
Model teorije grup TGrp, v kategoriji množic Set, je grupa v običajnem smi-
slu. Homomorfizem med dvema modeloma teorije Grp je homomorfizem
grup. Torej je
Mod(TGrp,Set) = Grp.
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Primer 1.21. Model teorije grup v funktorski kategoriji SetC je natanko
funktor iz C v kategorijo grup:
Grp(SetC) ∼= Hom(C,Grp).
Ta izomorfizem bomo pokazali s pomočjo evaluacijskega funktorja
evalC : SetC → Set,
ki obstaja za vsak objekt C ∈ C in je definiran kot evalC(F ) := F (C), za
funktor F : C → Set. Ker produkte računamo »po komponentah«, evalu-
acija ohranja produkte. Za vsak morfizem h : C → D v C dobimo naravno
transformacijo h : evalC → evalD. Torej za vsako grupo G v SetC dobimo
grupo evalC(G), za vsak C ∈ C in homomorfizem grup hG : C(G) → D(G),
za vsak morfizem h : C → D, kar definira funktor G : C → Grp. Obratno,
vsak funktor H : C → Grp, ki ohranja produkte, dobimo kot grupo v SetC,
kjer so komponente naravnih transformacij grupnih operacij ravno operacije
tiste grupe. Aksiomom grupe zadoščajo, ker jih zadoščajo za vsako kompo-
nento posebej. Torej je res vsak funktor C → Grp grupa v Grp(SetC).
1.4 Teorije kot kategorije
Predstavitev algebrajske teorije, kot smo jo podali zgoraj za primer teorije
grup, je v svojem bistvu sintaktične narave, kar pa ima svoje pomankljivo-
sti. Želeli bi najti pogled, ki bi nam omogočal govoriti o tem, kaj grupa je,
ne da bi se morali odločati, na kak način bomo grupo zapisali. To nam bo
omočila kategorija z določeno univerzalno lastnostjo, ki jo bo natanko dolo-
čala, do ekvivalence natančno. To nas bo privedlo do reformulacije klasičnih
konceptov sintakse in semantike na način, ki bolj ustreza strukturalističnemu
pogledu na matematiko, kot ga zaobjema teorija kategorij.
Kaj je mišljeno z izbiro predstavitve, si poglejmo na primeru grup. For-
mulacija, ki smo jo podali zgoraj, ni edina možna. Obstaja alternativna pred-
stavitev teorije grup, z enoto e in dvojiško operacijo ⊙, imenovano dvojno
deljenje, in enim samim aksiomom [15]:
x⊙ (((x⊙ y) ⊙ z) ⊙ (z ⊙ e) ⊙ (e⊙ e)) = z.
Običajne operacije teorije grup lahko dobimo s formulami:
x⊙ y = x−1 · y−1, x−1 = x⊙ e, x · y = (x⊙ e) ⊙ (y ⊙ e)
Obstajajo različni razlogi za uporabo ene ali druge predstavitve teorije grup,
mogoče ima ena predstavitev boljše računske lastnosti, a se da z drugo na
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bolj jasen način definirati nek koncept. Želimo pa si definicijo, ki bi hkrati
zaobjela vse možne predstavitve grupe. Zato bi se radi izognili specifični
izbiri konstant, operacij in aksiomov.
Kot prvi korak do take sintaktično neodvisne specifikacije bi lahko kot
osnovne vzeli vse operacije, ki jih lahko zgradimo iz enote, množenja in in-
verza in vse enačbe veljavne v teoriji grup. Lahko gremo pa še korak dlje in
zberemo vse operacije v kategorijo in tako pozabimo, katere so bile osnovne
in katere izpeljane ter katere enakosti so bile podane kot aksiomi.
Definicija 1.22. Naj bo T algebrajska teorija. Sintaktična kategorija CT je
kategorija, v kateri so
• objekti: konteksti [x1, . . . , xn] za n ≥ 0,
• morfizmi: morfizem [x1, . . . , xm] → [x1, . . . , xn] je n-terica ⟨t1, . . . , tn⟩
termov v kontekstu x1, . . . , xm. Morfizma ⟨t1 . . . tn⟩ in ⟨s1, . . . , sn⟩ sta
enaka, če in samo če, v teoriji T, za vsak k = 1, . . . , n velja
T ⊢ tk = sk.
Morfizmi so torej v resnici ekvivalenčni razredi termov v kontekstu
[x1, . . . , xm | t1, . . . , tn] : [x1, . . . , xm] → [x1, . . . , xn].
Kompozitum morfizmov
⟨t1, . . . , tm⟩ : [x1, . . . , xk] → [x1, . . . , xm],
⟨s1, . . . , sn⟩ : [x1, . . . , xm] → [x1, . . . , xn],
je morfizem ⟨r1, . . . , rn⟩, kjer dobimo i-to komponento tako, da v si hkrati
vstavimo terme t1, . . . , tm namesto spremenljivk x1, . . . , xm.
ri = si[t1, . . . , tm/x1, . . . , xm].
Kategorija CT vsebuje vse algebraične informacije kot originalna teorija,
le na sintaktično neodvisen način. Različne predstavitve teorije porodijo
ekvivalentne sintaktične kategorije. V nadaljevanju bomo videli, da ima CT
še eno, še bolj pomembno lastnost, s katero predstavlja teorijo T.
Lema 1.23. Naj bo T algebrajska teorija in CT njena sintaktična kategorija.
Potem ima CT vse končne produkte in velja
[x1, . . . , xn] × [x1, . . . , xm] ∼= [x1, . . . , xn+m].
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Dokaz. Projekcijo na prvo komponento π1 : [x1, . . . , xn+m] → [x1, . . . , xn]
definiramo kot n-terico termov, kjer je i-ta komponenta enaka i-ti spremen-
ljivki
x1, . . . , xn+m | xi
za i = 1, . . . , n. Drugo projekcijo π2 definiramo podobno, le da je j-ta kompo-
nenta enaka spremenljivki xn+j za j = 1, . . . ,m. Recimo, da imamo morfizma
⟨t1, . . . tn⟩ : [x1, . . . , xk] → [x1, . . . , xn]
in
⟨s1, . . . sn⟩ : [x1, . . . , xk] → [x1, . . . , xm]
za nek objekt [x1, . . . , xk] ∈ CT. Potem dobimo morfizem
⟨t1, . . . , tn, s1, . . . sm⟩ : [x1, . . . , xk] → [x1, . . . , xn+m]
za katerega velja
π1 ◦ ⟨t1, . . . , tn, s1, . . . sm⟩ = ⟨t1, . . . tn⟩
in
π2 ◦ ⟨t1, . . . , tn, s1, . . . sm⟩ = ⟨s1, . . . sm⟩.
To je samo substitucija za i-to komponento. Za enoličnost predpostavimo,
da obstaja še en morfizem ⟨r1, . . . , rn+m⟩ : [x1, . . . , xk] → [x1, . . . , xn+m], za
katerega pri kompozitumu s π1 dobimo ⟨t1, . . . tn⟩, s π2 pa ⟨s1, . . . sm⟩. To pa
pomeni, da velja
T ⊢ ri = ti in T ⊢ rj+n = sj,
za i = 1, . . . , n in j = 1, . . . ,m.
Definicija 1.24. Sintaktični model U definiramo kot:
• Za objekt vzamemo U := [x1], kontekst dolžine ena.
• Interpretacijo k-mestne osnovne operacije f definiramo kot samo sebe
fU := [x1, . . . , xn | f(x1, . . . , xn)] : Uk → U
Interpretacijo z indukcijo razširimo na vse terme. Aksiomi T so izpolnjeni,
saj za vsaka terma t, s velja
U |= t = s ⇐⇒ tU = sU ⇐⇒ T ⊢ t = s.
Velja torej U ∈ Mod(T,CT).
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1.5 Modeli kot funktorji
Videli bomo, da ima CT to posebno lastnost, da modeli teorije T natanko
ustrezajo določenemu razredu funktorjem iz CT.
Izrek 1.25. Naj bo T algebrajska teorija in CT njena sintaktična kategorija.
Potem za vsako kategorijo C, ki ima končne produkte, obstaja naravna ekvi-
valenca med modeli teorije T v C in funktorji, ki ohranjajo končne produkte,
iz CT v C.
M ∈ Mod(T,C) ↭ M : CT → C
Vsak model je podan kot funktorialna slika sintaktičnega modela U z do izo-
morfizma natančno enoličnim funktorjem M : CT → C, ki ohranja produkte
tako, da velja M ∼= M(U).
Opomba. Tu imamo v mislih funktorje F , ki strogo ohranjajo produkte, kar
pomeni, da F (A×B) = F (A) × F (B).
V nadaljevanju podrazdelka podamo vse sestavine za dokaz zgornjega
izreka.
Trditev 1.26. Naj bo U sintaktični model iz definicije 1.24. Potem evalua-
cija pri U določa funktor
evalU : HomFP(CT,C) → Mod(T,C),
iz kategorije funktorjev CT → C, ki ohranjajo končne produkte in naravnih
transformacij med njimi, v kategorijo modelov teorije T v C.
Dokaz. Denimo, da imamo funktor F : CT → C, ki ohranja končne pro-
dukte. Skupaj z interpretacijami fF (U) := F (fU), za k-mestne osnovne ope-
racije f , je slika F (U) model v C. To sledi iz tega, da za vsak aksiom s = t
velja
T ⊢ s = t ⇐⇒ sU = tU ,
iz česar zaradi funktorialnosti F sledi
tF U = F (tU) = F (sU) = sF U .
Vsaka naravna transformacija ϑ : F → G, med takima funktorjema, določi
homomorfizem modelov
ϑU : FU → GU,
saj za vsako k-mestno osnovno operacijo f , zaradi naravnosti velja
ϑU ◦ fF U = fGU ◦ (ϑU)k.
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kjer sta v zgornjem kvadratu navpična morfizma kar identiteti, ker F ohranja
produkte. Spodnji kvadrat komutira zaradi naravnosti ϑ. Torej evaluacija
pri U res določa funktor.
Trditev 1.27. Funktor evalU , opisan zgoraj, določa ekvivalenco kategorij, ki
je naravna v C.
Dokaz. Za to je dovolj pokazati, da je evalU surjektiven na objektih, zvest
in poln. Za surjektivnost denimo, da imamo model M ∈ Mod(T,C). Potem
lahko definiramo funktor
M# : CT → C,
ki na objektih deluje kot M#([x1, . . . , xn]) = Mn, na morfizmih pa
M#(t1, . . . , tn) = ⟨tM1 , . . . , tMn ⟩.
Bolj natančno, je M# na morfizmih definiran induktivno:
1. Morfizem
xi : [x1, . . . , xn] → [x1]
se slika v i-to projekcijo
πi : Mn → M.
2. Morfizem
f(t1, . . . , tn) : [x1, . . . , xn] → [x1]
se slika v kompozitum
Mm Mn M,
⟨M#t1, . . . ,M#tn⟩ M#f
kjer je M#f = fM interpretacija osnovne operacije f , podana z mode-
lom.
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Dobra definiranost M# sledi iz tega, da je M model, torej res zadošča vsem
enačbam teorije. Definirali smo ga na tak način, da velja
M = M#(U).
Za polnost in zvestost moramo pokazati surjektivnost ter injektivnost pred-
pisa
ϑ ↦→ ϑU ,
kjer je ϑ naravna transformacija med funktorjema F in G, ki ohranjata
končne limite. Za surjektivnost denimo, da je h : F (U) → G(U) homomorfi-
zem modelov. Tedaj je h = ϑU , kjer je ϑ naravna transformacija definirana z
družino ϑ[x1,...,xn] := hn. Da je to res naravna transformacija sledi iz dejstva,
da je h homomorfizem modelov, torej komutira z interpretacijami osnovnih
operacij. Za injektivnost denimo, da velja ϑU = ϕU . Potem zaradi ohranjanja
končnih produktov dobimo
ϑ[x1,...,xn] = (ϑ[x1])k = (ϕ[x1])k = ϕ[x1,...,xn].
Pokazati moramo še, da je ta ekvivalenca naravna v C. To pomeni na-
slednje: denimo, da je M model T v neki kategoriji C s končnimi produkti.
Vsak funktor F : C → D, ki ohranja končne produkte, v drugo kategorijo
s končnimi produkti pošlje M v model F (M) v D. Interpretacijo osnovne
operacije f v D dobimo s predpisom fF (M) = F (fM), ki jo razširimo na
vse terme preko enakosti F (M)k = F (Mk). Ker enačbe podamo s komu-
tativnimi diagrami, F pošlje model v model in homomorfizem modelov v
homomorfizem modelov. To pomeni, da F inducira funktor
Mod(T, F ) : Mod(T,C) → Mod(T,D).




HomFP(CT, F ) Mod(T, F )
evalU
(1.6)
komutirati. To lahko vidimo, saj za vsak funktor M : CT → C, ki ohranja
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produkte, velja




∼= Mod(T, F )(evalU(M))
= Mod(T, F ) ◦ evalU(M).
S tem smo dokazali izrek 1.25. Ekvivalenca kategorij
HomFP(CT,C) ≃ Mod(T,C)
dejansko določi kategorijo CT in sintaktični model U enolično, do ekvivalence
kategorij in izomorfizma modela natančno. Model U dobimo tako, da v
zgornjo ekvivalenco za C vstavimo CT in identitetni funktor 1CT na levi. To
lahko formuliramo kot univerzalno lastnost:
Definicija 1.28. Klasifikacijska kategorija algebrajske teorije T je kategorija
s končnimi produkti CT, s posebnim modelom U , imenovanim univerzalni
model, tako da velja:
1. Za vsak model M , v kategoriji s končnimi produkti C, obstaja funktor,
ki ohranja končne limite
M# : CT → C
in izomorfizem modelov M ∼= M#(U).
2. Za vsaka funktorja, ki ohranjata končne limite F,G : CT → C in ho-
momorfizem modelov h : F (U) → G(U), obstaja natanko ena naravna
transformacija ϑ : F → G, da velja
ϑU = h.
Pokazali smo naslednji izrek
Izrek 1.29. Za vsako algebrajsko teorijo T je sintaktična kategorija CT njena
klasifikacijska kategorija.
Kot običajno univerzalna lastnost določa kategorijo CT do ekvivalence
kategorij natančno. Naj bosta (C, U) in (D, V ) obe klasifikacijski kategoriji






U ∼= U#(V ) ∼= U#(V #(U))
in obratno
V ∼= V #(U) ∼= V #(U#(V )).
Primer 1.30. Poglejmo si, kaj nam ta konstrukcija pove v primeru teorije
grup G = CTGrp . Spomnimo se, da je G sestavljena iz kontekstov [x1, . . . xn] in
termov, zgrajenih iz spremenljivk in osnovnih grupnih operacij. Funktor M :
G → Set, ki ohranja končne produkte, je določen do izomorfizma natančno
s tem, kam pošlje kontekst [x1] in terme, ki predstavljajo osnovne operacije.
Če definiramo
G = M([x1]), e = M(· | e),
i = M(x1 | x−11 ), m = M(x1, x2 | x1 · x2),
potem je (G, e, i,m) navadna grupa z enoto e, inverzom i in množenjem m.
Množica G z operacijami res zadošča aksiomom grup zaradi funktorialno-
sti M . Obratno, če je (G, e, i,m) grupa, potem dobimo funktor MG : G →
Set, ki ohranja končne produkte tako, da definiramo
MG([x1, . . . , xn]) = Gn MG(· | e) = e
MG(x1 | x−11 ) = i MG(x1, x2 | x1 · x2) = m.
Naj bosta (G, eG, iG,mG) in (H, eH , iH ,mH) grupi in ϕ : MG → MH na-
ravna transformacija. Potem je ϕ določena s tem, kam slika kontekst [x1],







komutira. Če označimo ϕ′ = ϕ[x1], potem velja ϕ[x1,...,xn] = ϕ′ × . . .×ϕ′. Spet
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komutira. Podobni diagrami pokažejo, da ϕ′ ohranja enoto in inverze, kar
pomeni, da je ϕ′ : G → H res homomorfizem grup. Obratno, homomorfizem
grup φ′ : G → H inducira naravno transformacijo φ : G → H, katere kom-
ponenta pri [x1, . . . , xn] je enaka φ′ × . . .×φ′ : Gn → Hn. Demonstrirali smo
ekvivalenco kategorij
ModSet(G) ≃ Grp.
1.6 Polnost algebrajske teorije
V matematični logiki pravimo, da je logičen sistem veljaven, če vsaka for-
mula, ki jo lahko dokažemo v tem sistemu, resnična glede na semantiko tega
sistema. Logične formule algebrajske teorije T imajo zelo preprosto struk-
turo, vse so namreč enačbe oblike s = t med termi te teorije. Taka teorija
je veljavna v danem modelu, ko le-ta zadošča vsem enačbam teorije. Obra-
tna lastnost logičnega sistema se imenuje polnost. Pravimo, da je teorija T
(semantično) polna, če velja:
∀M ∈ Mod(T).M |= s = t =⇒ T ⊢ s = t.
Za teorije prvega reda velja naslednji slavni izrek o polnosti, ki ga lahko
ljubitelji nemščine najdejo v [10], ostali pa v [16].
Izrek 1.31 (Gödel). Naj bo T teorija klasične logike prvega reda in φ formula
v jeziku teorije T . Potem so za modele v kategoriji množic naslednje trditve
ekvivalentne:
1. Obstaja dokaz φ iz aksiomov teorije T .
2. Stavek φ drži v vsakem modelu teorije T .
To velja v posebno močnem smislu tudi za kategorično semantiko.
Izrek 1.32 (Polnost algebrajskih teorij). Naj bo T algebrajska teorija. Potem
obstaja kategorija s končnimi produkti C in model U ∈ Mod(T,C) tako, da
za vsako enačbo s = t teorije T velja
U |= s = t ⇐⇒ T ⊢ s = t.
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Dokaz. Kot kategorijo C vzamemo klasifikacijsko kategorijo CT in univer-
zalni model U . Če velja T ⊢ s = t, potem iz konstrukcije CT sledi sU = tU .
Vsak model M v kategoriji C s končnimi produkti ima klasifikacijski funktor
M# : CT → C,
ki ohranja interpretacijo termov s in t, kajti velja
M#(sU) = sM#(U) = sM .
Podobno za t. To pomeni, da iz sU = tU sledi sM = tM . Obratno, če
U |= s = t, potem velja sU = tU . Iz konstrukcije CT potem sledi T ⊢ s = t.
Definicija 1.33. Pravimo, da je model teorije T logično generičen, kadar v
njem veljajo natanko tiste izjave, ki jih teorija T dokaže.
Po prejšnjem izreku je torej univerzalni model logično generičen. V kla-
sičnem smislu v kategoriji Set le redko obstaja logično generičen model. Za
polnost moramo gledati veljavnost v vseh modelih teorije hkrati. Za alge-
brajske teorije v tem posplošenem smislu model velja torej močnejša lastnost.
Za modele v kategoriji SetCop imamo posebej lep generičen model.
Trditev 1.34. Naj bo T algebrajska teorija. Potem je Yonedova vložitev
y(U) univerzalnega modela generičen model za T.
Dokaz. Yonedova vložitev ohranja limite, torej v posebnem končne pro-
dukte. Sledi, da nam da model Ũ = y(U) teorije T. Ker je y funktor, so
v Ũ zadoščene vse enačbe, ki veljajo v U , ker pa je y zvest funktor, je vsaka
enačba, ki velja v Ũ , morala veljati že v U . Ker je U logično generičen, mora
biti tudi Ũ .
Primer 1.35. Poglejmo si, kaj nam to pove v primeru teorije grup. Univer-
zalen model grupe je grupa, ki zadošča vsem enačbam, ki veljajo za vse grupe
in nobenim drugim. Spomnimo se, da je univerzalni model U predstavljen s
kontekstom [x1] v G. Yonedova vložitev nam da
Ũ = y[x1] = G(−, [x1]).
To je množica, ki jo parametrizirajo objekti G. Za vsak n ∈ N dobimo mno-
žico G([x1, . . . , xx], [x1]) vseh termov, ki jih lahko konstruiramo iz n spre-
menljivk, modulo enačbe teorije grup. To pa je ravno prosta grupa z n
generatorji. Enota, inverz in množenje v Ũ so definirani za vsak n kot te
operacije na prosti grupi z n generatorji.
Univerzalna grupa je torej družina vseh prostih grup na n generatorjih,
kjer je n ∈ N parameter.
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1.7 Funktorialna semantika
Stopimo sedaj korak nazaj in si poglejmo naš pristop do te točke. V ta namen
si poglejmo, kako se primerja s klasičnim pristopom logike. Klasični pristop
sestavljajo naslednji štirje deli:
1. Teorija tipov, na kateri temelji jezik logike, ki jo obravnavamo. V našem
primeru gre za enostavno teorijo tipov z enim samim tipom in termi,
ki so sestavljeni iz spremenljivk in osnovnih operacij.
2. Logika s katero obravnavamo našo teorijo. Tu gre za vprašanje, kaj so
logične operacije, ki jih imamo na voljo. V primeru algebrajskih teorij
gre za zelo enostavno logiko, ki vključuje le enakosti med termi jezika.
3. Teorija je sestavljena iz osnovnih tipov, termov in aksiomov. Tipi in
termi so podani s teorijo tipov, aksiomi pa z logiko našega sistema.
4. Interpretacija algebrajske teorije je definirana kot množica I, skupaj z
zbirko n-mestnih operacij predstavljenih s preslikavami In → I. In-
terpretaciji včasih rečemo tudi struktura. Videli smo, da je koncept
interpretacije algebrajske teorije smiselno definirati za vsako kategorijo
s končnimi produkti. V taki kategoriji je predstavljena z objektom in
zbirko morfizmov, ki predstavljajo osnovne operacije, ki jih z indukcijo
razširimo na vse terme teorije. Interpretacija je model teorije, če izpol-
njuje vse aksiome. To pomeni, da so morfizmi, ki predstavljajo terme,
ki nastopajo v aksiomih, enaki.
V tem poglavju smo razvili alternativen pristop, ki ga lahko poimenujemo
funktorialna semantika, kjer so ključne naslednje ideje.
1. Teorije kot kategorije. Iz teorije smo konstruirali posebno kategorijo,
ki odraža praktično enake informacije kot teorija sama, a to stori na
način, ki je tako rekoč sintaktično neodvisen, namreč ne glede na izbiro
predstavitve porodi ekvivalentno kategorijo. Za algebrajske teorije na
teoriji tipov z enim samim tipom dobimo kategorije s končnimi pro-
dukti.
2. Modeli kot funktorji. Videli smo, da model teorije lahko izrazimo kot
funktor iz kategorije, ki predstavlja teorijo, v kategorijo z ustrezno
strukturo, da lahko interpretiramo logiko te teorije. V našem primeru
je bila ta struktura obstoj končnih produktov.
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3. Homomorfizmi kot naravne transformacije. Če definiramo model kot
funktor, ki ohranja ustrezno strukturo, nas to neposredno privede do
koncepta homomorfizma med modeli. To je naravna transformacija
med funktorji, ki predstavljajo te modele. Videli smo, da ohranjanje
algebrajske strukture ustreza ravno pogoju naravnosti.
4. Univerzalni model. Ker interpretacije teorije nismo omejili le na kate-
gorijo množic, ima naš pristop univerzalne modele.
5. Veljavnost in polnost. S konstrukcijo klasifikacijske kategorije smo po-
kazali veljavnost in polnost algebrajskih teorij, glede na kategorično
semantiko.
1.8 Lawverjeva dualnost
V logiki obstaja fascinantna in daleč razsežna dualnost med sintakso in se-
mantiko, ki jo je odkril F. W. Lawvere v svoji disertaciji [12].
To dualnost je mogoče zelo jasno opisati za primer algebrajskih teorij.
Naj bo CT klasifikacijska kategorija za algebrajsko teorijo T. Videli bomo,
da je CT dualna neki podkategoriji M modelov T (v Set). Specifično, obstaja
polna podkategorija M ↪→ Mod(T) in ekvivalenca kategorij
CT ≃ Mop
tako, da je sintaktična kategorija CT dualna podkategoriji semantične ka-
tegorije Mod(T). Torej imamo v kategoriji modelov T »skrito« neodvisno
predstavitev sintakse teorije T. Imamo očiten pozabljivi funktor Mod(T) →
Set, ki pošlje model M v množico |M | njegovih elementov. Ta funktor ima
levi adjunkt, ki mu pravimo prosti funktor in ga označimo z
F : Set → Mod(T,Set). (1.7)
Iz adjunkcije dobimo izomorfizem
HomModT(F (X),M) ∼= HomSet(X, |M |),
za vsako množico X in model M .
Definicija 1.36. Prosti model teorije T je model oblike F (X), za prosti
funktor F iz (1.7) in množico X. Če je množica X končna, modelu F (X)
pravimo končno generiran.
1.8 Lawverjeva dualnost 21
Izrek 1.37. Naj bo T algebrajska teorija in naj bo M polna podkategorija
modelov na objektih F (n) za n ∈ N. Potem Mop klasificira modele teorije T.




Opomba. Tu interpretiramo naravno število n kot končno množico po stan-
dardni von Neumannovi konstrukciji.
Opomba. Modelom teorije T v Set pravimo tudi T-algebre.
Dokaz. Najprej opazimo, da ima M vse končne koprodukte
F (n+m) ∼= F (n) × F (m),
1 ∼= F (0),
saj ima Set vse koprodukte in levi adjunkti ohranjajo kolimite. To pa po-
meni, da ima Mop vse končne produkte. Naj bo
U = F (1)
tako, da je vsak objekt v Mop potenca U ,
F (n) ∼= Un.
Pokazali bomo, da je U model T. Za vsako osnovno n-mestno operacijo f
teorije T dobimo element modela F (n), ki je sestavljen iz f in generator-
jev x1, . . . , xn (tu uporabimo iste oznake za generatorje in spremenljivke),
označimo ga z
f(x1, . . . , xn) ∈ F (n).
Na primer, v prosti grupi na dveh generatorjih imamo element x1 · x2 ∈
F (2). Iz lastnosti prostega funktorja F , za vsak element f(x1, . . . , xn) ∈ F (n)
dobimo enoličen homomorfizem modelov
f(x1, . . . , xn) : F (1) → F (n) v M
to je tisti homomorfizem, ki pošlje generator F (1) v f(x1, . . . , xn) ∈ F (n).
Če to dualiziramo, dobimo interpretacijo n-mestne operacije
[f ] : Un → U v Mop.
Z indukcijo to sedaj lahko razširimo na vse terme v kontekstu x1, . . . , xn | t:
[x1, . . . , xn | t] : Un → U.
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Sledi, da je vsaka izpeljiva enačba s = t teorije T zadoščena v U , saj če velja
T ⊢ s = t, potem morata ta dva terma sovpadati že v prosti T-algebri F (n).
Sedaj opazimo, da obstaja kanoničen model V teorije T v funktorski ka-
tegoriji SetMod(T), namreč pozabljivi funktor V : Mod(T) → Set. To je res
model, saj za vsako n-mestno osnovno operacijo f dobimo naravno trans-
formacijo [f ]V : V n → V , kajti homomorfizmi v Mod(T) komutirajo z ope-
racijami, ki interpretirajo f . Enačbam teorije T zadošča, ker jim zadoščajo
vsi modeli v Mod(T). Kot funktor je V predstavljiv s prostim modelom
U = F (1), v smislu (kovariantne) Yonedove vložitve
y : Mod(T)op → SetMod(T).
Za vsak A ∈ Mod(T) namreč velja:
V (A) ∼= HomMod(T)(F (1), A) = HomMod(T)op(A,U)
V n(A) ∼= HomMod(T)(F (n), A)
∼= HomMod(T)(F (1) × . . .× F (1), A) = HomMod(T)op(A,Un).
Torej V ∼= y(U). Vsaka interpretacija [f ]V : V n → V je oblike
HomMod(T)([f ]U ,−) : HomMod(T)(F (n),−) → HomMod(T)(F (1),−),
za interpretacijo [f ]U : Un → U , kajti za vsako T-algebro A in element
a = (a1, . . . , an) ∈ HomMod(T)(F (n), A)
velja
([f ]V )A(a) = f(a1, . . . , an) = a ◦ f(x1, . . . , xn),
kjer je f(x1, . . . , xn) : F (1) → F (n) enolični morfizem, ki nam f(x1, . . . xn)
poda kot sliko generatorja F (1).
Na primer za dva elementa g1, g2 grupe G imamo preslikavo
(g1, g2) : F (2) → G,
ki pošlje generatorja v ta elementa (g1, g2)(x1) = g1 in (g1, g2)(x2) = g2.
Produkt x1 · x2 ∈ F (2) enolično določa homomorfizem x1 · x2 : F (1) → F (2).
Kompozitum nam da očitni homomorfizem g1 · g2 : F (1) → G,
(g1, g2) ◦ x · y = g1 · g2,
kar lahko prikažemo v diagramu:
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Na tak način je vsaka operacija [f ]A : An → A, na T-algebri A, inducirana
s predkompozicijo z »univerzalno« operacijo [f ]U : Un → U , kar prikažemo
kot:
An A
Hom(F (n), A) Hom(F (1), A)






f(x1, . . . , xn)
[f ]U
(1.8)
Skupaj z operacijami [f ]U je U torej res model teorije T, ki sestoji iz prostih
T-algeber F (n) in preslikav F (1) → F (n), ki so določene z elementi F (n)
oblike f(x1, . . . , xn), kjer so x1, . . . , xn ∈ F (n) generatorji. Sedaj bomo v
treh korakih pokazali, da je U res univerzalna T-algebra.
Prvi korak: Naj bo A poljubna T-algebra v Set. Potem obstaja funktor,
ki ohranja končne produkte
A# : Mop → Set
definiran kot A#(U) ∼= A,
A#(−) = HomMod(T)(−, A).
Dobimo ga tako, da zožimo predstavljivi funktor
HomMod(T)(−, A) : Mod(T)op → Set
po polni vložitvi
M = Modfg(T) → Mod(T)
končno generiranih prostih T-algeber. Eksplicitno, za vsak objekt Un ∈ Mop:
A#(Un) = HomMod(T)(F (n), A) ∼= V (A)n,
kjer je V (A) množica modela A. Ta funktor
A# : Mop ↪→ Mod(T)op → Set
24 Algebrajske teorije
jasno ohranja produkte, in velja
A#(U) = HomMod(T)(F (1), A) ∼= V (A).
Dodatno iz diagrama (1.8) sledi, da za vsako osnovno operacijo f do izomor-
fizma natančno velja
[f ]A = ([f ]U)∗ = Hom([f ]U , A) = A#([f ]U).
Torej, kot T-algebri A#(U) ∼= A. Vsak homomorfizem h : F (U) → G(U) T-
algeber je induciran s funktorjema, ki ohranjata produkte F,G : Mop → Set
in je oblike h = ϑU , za enolično določeno naravno transformacijo ϑ : F → G.
Drugi korak: Naj bo C poljubna (lokalno majhna) kategorija in A naj bo
T-algebra. Ker je
Mod(T,SetC) ∼= Mod(T,Set)C = Mod(T)C,
je vsak A(X) T-algebra v Set, ki ima po prvem koraku klasifikacijski funktor
A(X)# : Mop → Set.
Tej funktorji skupaj določajo en funktor A# : Mop → SetC, ki je definiran
na U ∈ Mop kot
(A#(U))(X) = A(X)#(U) ∼= A(X)
in na Un kot (A#(Un))(X) = A(X)#(Un) ∼= A(X)n. Funktor A#(U) deluje







Primer za Un je povsem analogen. Delovanje A : Mop → Set na morfizmih
Un → Um v Mop je definirano prav tako po komponentah
(A#(Un))(X) ∼= A(X)#(Un) → A(X)#(Um) ∼= A#(Um)(X),
za vsak X ∈ C.
Tretji korak: Za splošni primer naj bo C poljubna (lokalno majhna)
kategorija s končnimi produkti in A naj bo model T v C. Sedaj po drugem
koraku dobimo klasifikacijski funktor
Mop → SetCop
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Vemo, da so vsi objekti v Mop oblike Un, torej so njihove slike
A(Un) ∼= A(U)n ∼= y(A)n ∼= y(An)
vse predstavljive. Ker je y poln in zvest, zgornja trditev drži, in dobljeni





v C sledi iz dejstva, da je inducirana z evaluacijo funktorja, ki ohranja končne
produkte F : Mop → C pri univerzalnem modelu U v Mop.
Ker je klasifikacijska kategorija enolično določena z univerzalno lastno-
stjo do ekvivalence natančno, nam zgornji izrek direktno poda naslednji opis
sintaktične konstrukcije CT.
Posledica 1.38. Za vsako algebrajsko teorijo T imamo ekvivalenco
CT ≃ Modfg(T)op
med sintaktično kategorijo CT in dualom Modfg(T), končno generiranih,
prostih modelov.
V kategoriji modelov lahko torej najdemo neodvisno sintaktično predsta-
vitev naše teorije. Poglejmo si, kaj nam to pove v posebnem primeru prazne
teorije T0 brez operacij in brez konstant. Model te teorije je množica X brez
dodatne strukture. Torej je T0 teorija enakosti med objekti. Vse T0-algebre
so proste in končno generirane med njimi so ravno končne množice, torej je
Modfg(T0) ≃ Setfin
kategorija končnih množic. Dualnost nam potem pove, da imamo ekvivalenco
HomFP(Setopfin,C) ≃ Mod(T0,C) ≃ C.
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Kar pove preprosto, da je Setopfin prosta kategorija s končnimi produkti gene-
rirana z enim objektom.
Zgornja posledica potem pravi, da je teorija enakosti T0 dualna kategoriji
končnih množic. Termi te teorije so enostavno urejeni seznami spremen-
ljivk (x1, . . . , xn) in enačbe, ki veljajo so tiste, ki veljajo točno za terme, na
primer:
(x2, x5) = (x2, x5).
Posledica potem pravi, da je to ravno kategorija končnih množic, če urejene
sezname (x1, . . . , xn) : X × . . .×X beremo kot urejene kosezname
[x1, . . . , xn] : 1 + . . .+ 1 → 1.
1.9 Lawverjeve teorije
Če natančno pogledamo zgornjo obravnavo dualnosti za algebrajske teorije,
nismo uporabili nič, kar se direktno nanaša na njihovo primarno sintaktično
konstrukcijo, npr. specifikacijo kaj so osnovne operacije, kaj so aksiomi in
kaj izpeljane enakosti. To pomeni, da lahko to konstrukcijo posplošimo na
»abstraktne« algebrajske teorije, da lahko povemo kaj je algebrajska teorija
na bolj sintaktično neodvisen način, analogno kot pri pojmih vektorskega
prostora, ki jih lahko opišemo neodvisno od izbire baze.
Definicija 1.39. Lawverjeva algebrajska teorija A je majhna kategorija v
kateri objekti tvorijo zaporedje A0, A1, A2, . . . in obstajajo vsi končni pro-
dukti, ki so oblike Am ×An = Am+n, za vse m,n ∈ N. Tukaj je mišljeno, da
je A0 = 1 končni objekt v A. Vsak objekt je torej končni produkt objekta A
samim s sabo.
Model Lawverjeve teorije A v kategoriji C, ki ima končne produkte, je
funktor M : A → C, ki ohranja končne produkte. Homomorfizem modelov
je naravna transformacija ϑ : M → M ′.
Opomba. Kategorija A ima lahko poljubne morfizme med objekti An.
Opomba. Za objekte A bi lahko vzeli kar naravna števila 0, 1, 2, . . ., a je
notacija An bolj opisna.
Iz vsake Lawverjeve teorije lahko dobimo algebrajsko teorijo na naslednji
način. Za osnovne k-mestne operacije vzamemo vse morfizme Ak → A. Za
tako zgrajeno teorijo dobimo kanonično interpretacijo v A termov zgrajenih
iz spremenljivk in morfizmov Ak → A, kjer vsak morfizem interpretiramo
kar kot samega sebe, spremenljivke pa kot projekcije iz produktov (te vedno
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obstajajo, ker ima A končne produkte). Enačbo u = v vzamemo kot aksiom
te teorije, če sta kanonični interpretaciji termov u in v isti morfizem v A.
Modeli te teorije in homomorfizmi med njimi na očiten način ustrezajo
naši novi funktorialni semantiki.
Primer 1.40. Algebrajska teorija C∞ gladkih preslikav je kategorija, v ka-
teri so objekti n-dimenzionalni evklidski prostori 1,R,R2, . . . in morfizmi C∞
preslikave med njimi.
Model te teorije v Set je funktor A : C∞ → Set, ki ohranja končne
produkte. Do naravnega izomorfizma natančno ga lahko opišemo tako, da
podamo množico A in za vsako gladko funkcijo f : Rn → R podamo funkcijo
Af : An → A.
Za Af mora veljati, da za vse gladke preslikave gi : Rm → R, i = 1, . . . , n in
vse a1, . . . , am ∈ A, velja
Af ((Ag1)⟨a1, . . . , am⟩, . . . , (Agn)⟨a1, . . . , am⟩) =
A(f ◦ ⟨g1, . . . gn⟩)⟨a1, . . . , am⟩. (1.9)
Ker sta seštevanje in množenje gladki preslikavi, to v posebnem pomeni,
da je A komutativen kolobar z enoto. Takim strukturam pravimo tudi C∞-
kolobarji ali gladke algebre. Torej so modeli teorije gladkih preslikav v Set
ravno gladke algebre.
Primer 1.41. V kategoriji C s končnimi produkti vsak objekt A določi polno
podkategorijo končnih potenc 1, A,A2, A3, . . . in morfizmov med njimi. Tej
kategoriji pravimo teorija objekta A.
1.9.1 Dualnost
Da lahko razširimo teorijo dualnosti na našo novo definicijo teorije, potrebu-
jemo koncept prostega modela. Za to recimo, da je A Lawverjeva teorija, z
objekti 1, A,A2, . . .. Označimo kategorijo modelov (v kategoriji Set) z
Mod(A) = HomF P (A,Set).
Definirajmo pozabljivi funktor
U : Mod(A) → Set
(M : A → Set) ↦→ M(A)
To označujemo tudi kot |M | = U(M) = M(A).
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Sedaj definirajmo (končni) prosti funktor F : Setfin → Mod(A) kot:
F (0) = HomA(1,−)
F (1) = HomA(A,−)
...
F (n) = HomA(An,−)
Da smo res dobili adjungirani par prosti–pozabljivi funktor, moramo doka-
zati, da imamo izomorfizem
HomModA(F (n),M) ∼= HomSet(n, |M |),
ki mora biti naraven v obeh argumentih. Desna stran je
HomSet(n, |M |) ∼= |M |n.
Za levo stran uporabimo Yonedovo lemo in dobimo
HomHom(A)(F (n),M) ∼= HomHom(A)(HomA(An,−),M)
∼= M(An) (Yoneda)
∼= M(A)n (ohranja produkte)
∼= |M |n.
Ker so končno generirani, so prosti modeli torej ravno končno predsta-
vljivi, potem kot »obratno« semantiko Modfg(A) ↪→ Mod(A) teorije A, v
smislu posledice 1.38, dobimo polno podkategorijo kategorije HomFP(A,Set)
kot sliko Yonedove vložitve:
Modfg(A) Mod(A) = HomFG(A,Set) SetA
Aop
∼= y
V abstraktnem primeru algebrajske teorije lahko torej logično dualnost
A ∼= Modfg(A)op
opišemo s tem, da (kontravariantna) Yonedova vložitev
Aop ↪→ SetA
predstavi A kot dual polne podkategorije funktorjev, ki ohranjajo produkte.
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1.9.2 Karakterizacija
Videli smo nekaj primerov struktur, ki jih lahko opišemo kot modele Lawver-
jeve teorije. Večino standardnih primerov iz algebre je mogoče tako opisati.
To nam da način obravnave takih struktur, ki je neodvisen od izbire njihove
predstavitve. Ta je analogen obravnavi linearnih preslikav brez izbire baze
vektorskega prostora. Biti pa moramo malce pazljivi, niso namreč vsi pri-
meri struktur, ki se jih obravnava na področju algebre, primeri algebrajskih
teorij v zgornjem smislu. Radi bi poiskali način, kako ločiti te strukture, ki
so na prvi pogled algebrajske, od tistih, ki so dejansko modeli neke Lawver-
jeve teorije. Za primere struktur v kategoriji Set, torej množic z dodatno
strukturo obstaja naslednji izrek, ki te primere klasificira. Izreka tukaj ne
bomo dokazovali, lahko ga najdemo v izvirnem članku [4] ali v bolj moderni
obravnavi v [8], kjer sta relevantna Izrek 9.5 in Izrek 11.9.
Izrek 1.42 (Birkhoffov HSP izrek). Naj bo L jezik na teoriji z enim samim
tipom, generiran z množico osnovnih operacij in naj bo C razred interpretacij
jezika L, za katerega obstaja pozabljivi funktor V : C → Set, ki nam za vsako
strukturo poda njeno množico. Potem je C razred modelov algebrajske teorije,
če in samo če:
1. razred C je zaprt za homomorfne slike,
2. razred C je zaprt za podstrukture,
3. razred C je zaprt za produkte.
Primer 1.43. Z uporabo zgornjega izreka lahko na primer pokažemo, da
teorija polj ni algebrajska. Čeprav smo videli, da standardni opis polj ni
algebrajski, saj definicija inverza ni univerzalno kvantificirana, ker izključuje
ničlo, bi mogoče lahko obstajala alternativna predstavitev, ki pa bi bila al-
gebrajska. Kot pa vemo iz elementarne algebre, direktni produkt polj ni




Regularna logika in regularne
kategorije
V prvem delu smo videli, kako lahko klasično obravnavo algebrajske teo-
rije posplošimo v okvir teorije kategorij, kjer je opis teorije z operacijami in
enačbami porodil interpretacijo v poljubni kategoriji s končnimi produkti.
To nam je omogočilo tudi interpretacijo končnih produktov v kategoriji kot
predstavitev neke algebrajske teorije. Kategorije, ki jih srečujemo v mate-
matiki, pa imajo pogosto bolj bogato strukturo kot zgolj končne produkte.
2.1 Regularne kategorije
En tak razred kategorij, ki se pojavljajo »v naravi« so tako imenovane regu-
larne kategorije. To so na nek način kategorije, v katerih je mogoče govoriti
o funkcijskih relacijah, kot jih poznamo iz logike in teorije množic. Izkaže
se, da je v regularnih kategorijah prav tako mogoče najti interpretacijo neke
logike, kakor smo to storili v kategorijah s končnimi produkti, kjer smo lahko
interpretirali logiko termov, sestavljenih iz spremenljivk in operacij ter enačb
med njimi. Pri regularnih kategorijah gre za fragment logike prvega reda, ki
ga imenujemo regularna logika. Kaj so regularne kategorije, kje jih najdemo
v matematiki, kako v njih najdemo relacije in kaj je ta fragment, ki ga je
mogoče v njih interpretirati, si bomo ogledali v naslednjem razdelku.
Za to bomo najprej potrebovali nekaj terminologije.
Definicija 2.1. Naj bo C kategorija in X ∈ C objekt. Podobjekt objekta X
je ekvivalenčni razred monomorfizmov s kodomeno X, kjer sta dva mono-
morfizma α : A ↣ X in β : B ↣ X ekvivalenta, če sta A in B izomorfna
nad X (z drugimi besedami, če sta A in B izomorfna v rezini C/X). To
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pomeni, da obstaja tak izomorfizem i : A






komutira. Pogosto pišemo samo A↣ X in morfizma α ne navajamo eksplici-
tno. Razred vseh podobjektov objekta X označimo s Sub(X) in ga opremimo
z relacijo delne urejenosti, kjer je A ≤ B, če lahko α : A↣ X faktoriziramo
skozi podobjekt β : B ↣ X.
Ta delno urejeni razred ima največji element, in sicer idX .
Definicija 2.2. Pravimo da je kategorija C dobro potencirana, če je Sub(X)
množica za vsak objekt X ∈ C.
Od sedaj naprej bomo privzeli, da je C dobro potencirana. Oglejmo si
interakcijo med množico Sub(X) in nekaterimi kategoričnimi konstrukti.
Recimo, da ima C vse povleke. Potem lahko za vsak X ∈ C iz Sub(X)
tvorimo konjunkcije. Namreč recimo, da imamo α : A ↣ X in β : B ↣ X.
Potem njuno konjunkcijo predstavlja kompozitum A ×X B ↣ X, ki ga do-





Opazimo lahko tudi, da sta obe projekciji v povleku monomorfizma. To pa
pomeni, da je A×X B največja spodnja meja za A in B.
Lema 2.3. Naj bo f : X → Y morfizem v C. Potem dobimo s povlekom
inducirano preslikavo
f−1 : Sub(Y ) → Sub(X),






Potem f−1 ohranja konjunkcije.
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Dokaz. To lahko razberemo iz diagrama
f−1(B ∧ C) f−1C




v katerem sta spodnje in desno lice povleka podobjektov B in C po f . Spre-
dnje lice je povlek po definiciji konjunkcije B in C. Levo lice dobimo kot
povlek s skladanjem s spodnjim licem in zgornje lice s skladanjem z desnim
licem. Zadnje lice je nato povlek, ker so vsa ostala lica povleki.
Za morfizma f : X → Y in g : Y → Z velja f−1(g−1(C)) = (g ◦ f)−1(C)
za vsak C podobjekt Z. To pomeni, da za dobro potencirano kategorijo C
dobimo funktor
Sub(_) : Cop → ∧-SLat
v kategorijo ∧-polmrež z enoto, ki ga imenujemo podobjektni funktor.
Definicija 2.4. Recimo, da je f : X → Y morfizem v C. Potem paru
morfizmov (p1, p2) v povleku






pravimo par jedra morfizma f ali par jedra f oziroma, če je f jasen iz kon-
teksta, kar jedrni par.
Definicija 2.5. Epimorfizmu f pravimo regularen, če je kozožek.
Sedaj imamo pripravljeno vse potrebno, da definiramo pojem regularne
kategorije.
Definicija 2.6. Kategorija C je regularna, če ima vse končne limite, vsak
jedrni par ima kozožek in povleki ohranjajo regularne epimorfizme.
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Primer 2.7. Primeri regularnih kategorij:
• Kategorija Set množic in funkcij je regularna. Kategorija Set je kar-
tezično zaprta, ima pa tudi vse končne limite in kolimite. Regularni
epimorfizmi so ravno surjektivne funkcije, za katere se ni težko prepri-
čati, da jih povleki ohranjajo.
• Kategorija Grp grup in homomorfizmov med njimi. Končni produkti
so tu direktni produkti grup, slika morfizma je ravno slika homomor-
fizma in epimorfizmi v Grp so vsi regularni. Povleki grup ohranjajo
epimorfizme, ker se povleki računajo tako kot v Set in so epimorfizmi
ravno surjektivni homomorfizmi.
• Če je T algebrajska teorija, potem je kategorija modelov te teorije (v
Set), regularna. To je ravno ena smer Birkhoffovega izreka 1.42.
• Bolj splošno, če je T algebrajska teorija in C regularna, potem je
Mod(T,C) regularna. Dokaz lahko najdemo v [3].
• Vsaka Abelova kategorija je regularna. Abelove kategorije so opisane
v [9]. Dokaz, da so regularne lahko najdemo v [5].
• Če je C regularna in je D poljubna kategorija, potem je funktorska
kategorija CD regularna [5].
• Če je C regularna in X ∈ C, potem je C/X regularna [5].
• Kategorija Topop je regularna. Tu je ključno dejstvo to, da so regularni
monomorfizmi, ki so dual regularnih epimorfizmov, ravno vložitve pod-
prostorov (glede na topologijo podprostora) in potiski so spet vložitve.
Primer 2.8 (Primeri neregularnih kategorij). Kategorije Cat,Pos in Top
niso regularne. Denimo, da smo v kategoriji Pos. Naj bodo: A delno urejena
množica { a, b } × (0 ≤ 1), z urejenostjo (a, 0) ≤ (a, 1) in (b, 0) ≤ (b, 1). B
naj bo enaka (0 ≤ 1 ≤ 2) in C naj bo podobjekt B z očitno vložitvijo
ı̇ : (0 ≤ 2) → (0 ≤ 1 ≤ 2). Obstaja regularen epimorfizem p : A → B, ki
ga dobimo z identifikacijo (a, 1) z (b, 0). Povlek morfizma p po ı̇ nam da
inkluzijo { 0, 2 } → (0 ≤ 2), ki je epimorfizem, a ni regularen, kar pomeni,
da povleki v Pos ne ohranjajo regularnih epimorfizmov.
Če delno urejene množice interpretiramo kot kategorije, isti primer de-
luje za Cat, in ker je kategorija končnih delno urejenih množic ekvivalentna
kategoriji končnih topoloških prostorov, isti primer deluje tudi za kategorijo
Top.
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Poglejmo si nekaj lastnosti regularnih kategorij.
Lema 2.9. Naj bo C regularna kategorija. Potem
(i) Vsak regularen epimorfizem je kozožek svojega jedrnega para.
(ii) Morfizem, ki je hkrati regularen epimorfizem in monomorfizem je izo-
morfizem.
(iii) Kompozitum dveh regularnih epimorfizmov je regularen epimorfizem.
(iv) Če sta morfizma f : X → Y in g : Y → Z taka, da sta g ◦ f in f
regularna epimorfizma, potem je tudi g regularen epimorfizem.
Dokaz.
(i) Naj bo f : X → Y kozožek morfizmov g, h : Z → X in (p1, p2) par
jedra f . Naj bo t : X → T tak, da velja t ◦ g = t ◦ h. Poglejmo si
diagram
Z













kjer je morfizem u podan z univerzalno lastnostjo povleka in morfizem v
dobimo iz univerzalne lastnosti kozožka g in h. Torej je f res kozožek
morfizmov p1 in p2. Ker je f epimorfizem je morfizem v enolično dolo-
čen.
(ii) Naj bo f : X → Y regularen epimorfizem, ki je tudi monomorfizem.
Ker je f kozožek svojega para jedra (p1, p2), velja f ◦ p1 = f ◦ p2, iz
česar sledi p1 = p2, kajti f je monomorfizem. Ker je f kozožek, dobimo
enoličen morfizem g : Y → X, da je g ◦ f = idX . To pa pomeni, da
je f hkrati sekcija in epimorfizem, torej je izomorfizem.
(iii) Naj bosta f : X → Y in g : Y → Z regularna epimorfizma. Poka-
zati želimo, da je g ◦ f kozožek svojega jedrnega para (q1, q2), ki je v
36 Regularna logika in regularne kategorije
diagramu
X ×Z X Y ×Z X X







predstavljen kot kompozitum levega in zgornjega roba. Ker povleki v
regularni kategoriji ohranjajo regularne epimorfizme, je kanonični mor-
fizem e, ki je v diagramu prikazan črtkano, epimorfizem. Iz univerzalne
lastnosti povleka dobimo še enolični morfizem v : X ×Y X → X ×Z X
X ×Y X





















razberemo, da je (q1, q2) res kozožek morfizma g ◦ f .
(iv) Naj bosta f : X → Y in g : Y → Z taka, da sta g◦f in f oba regularna
epimorfizma. Podobno kot pri prejšnji točki, naj bo (π1, π2) par jedra g
in (q1, q2) par jedra g ◦ f . Če imamo t : Y → T tak, da je tπ1 = tπ2,
potem morfizem tf zoži q1 in q2 in dobimo morfizem h : Z → T , da
velja tf = hgf . Ker je f epimorfizem, res dobimo t = hg.
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Mnogo lepih lastnosti, ki smo jih vajeni iz surjektivnih funkcij v kategoriji
Set, imajo tudi regularni epimorfizmi. Naslednja lema na pove, da analogno
kot lahko v kategoriji Set vsako preslikavo razstavimo na kompozitum sur-
jektivne in injektivne preslikave, podobno storimo v regularnih kategorijah.
Lema 2.10. Naj bo C regularna kategorija in f : X → Y morfizem v C.
Potem lahko f razcepimo na kompozitum regularnega epimorfizma in mono-
morfizma. Velja še, da za vsak komutativni diagram
X Y





v katerem je e regularen epimorfizem in m monomorfizem, obstaja enoličen
diagonalni morfizem d : X ′ → Y , tako da oba trikotnika komutirata. V
posebnem je zgornji razcep enoličen do izomorfizma natančno.
Dokaz. Naj bo f : X → Y morfizem. Označimo njegov par jedra s (p1, p2)
in naj bo q : X → Q kozožek (p1, p2). To nam da diagram







Dokazati moramo še, da je m monomorfizem. V ta namen recimo, da imamo
dva morfizma t1, t2 : T → Q, da velja mt1 = mt2. Povlek po m nam da
par morfizmov (π1, π2) : Q ×Y Q → Y in morfizem t : T → Q ×Y Q, da
velja t1 = π1t in t2 = π2t. Podobno kot pri dokazu prejšnje leme dobimo
epimorfizem e : X×Y X → Q×Y Q, ki nam da enačbi p1e = qp1 in π2e = qp2.
Ampak ker je q kozožek p1 in p2, dobimo π1e = π2e, iz česar sledi π1 = π2,
kajti e je epimorfizem. Potem pa je t1 = π1t = π2t = t2, kar pomeni, da je m
res monomorfizem.
Da pokažemo drugi del trditve, denimo, da je (p1, p2) par jedra e. Tedaj
imamo enakosti mfp1 = mfp2 = f ′ep1 = f ′ep2. Ker je m monomorfizem,
sledi fp1 = fp2 in po univerzalni lastnosti kozožka dobimo enoličen morfi-
zem d : X ′ → Y , da velja f = de. Ker diagram iz leme komutira, dobimo
f ′e = mf = mde,
kar pomeni f ′ = md, saj je e epimorfizem.
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Definicija 2.11. V faktorizaciji f = m ◦ e na monomorfizem m in epimor-
fizem e pravimo podobjektu, ki ga predstavlja m, slika morfizma f in ga
označimo z Im(f). Včasih rečemo kar objektu E slika f . Slika morfizma je
določena le do izomorfizma natančno, a določa natanko en podobjekt objekta
Y , ki ga označimo z ∃f (X). Oznake Im(f), ∃f (X) in E uporabljamo izmen-
ljivo, če je pomen jasen iz konteksta.
Za podobjekt A α↣ X definiramo sliko kot
∃fA := Im(f ◦ α),
kar nam da dobro definirano preslikavo ∃f : Sub(X) → Sub(Y ).
Lema 2.12. Naj bo f : X → Y morfizem v regularni kategoriji C. Tedaj
velja:
(i) Preslikava ∃f je monotona in levo adjungirana povleku f−1, imamo
torej par adjungiranih funktorjev
∃f : Sub(X) ⇄ Sub(Y ) : f−1.
(ii) Za vsak morfizem g : Y → Z velja
∃g ◦ ∃f = ∃g◦f : Sub(X) → Sub(Z)
Dokaz. Da pokažemo monotonost, recimo, da imamo dva podobjekta A′ ≤







lahko razberemo, da je A′ ↠ Z ↪→ Y zaradi enoličnosti to faktorizacija f ◦α′
in velja Z ∼= ∃fA′ ≤ ∃fA.
Da pokažemo, da sta to adjungirana funktorja, moramo pokazati
Sub(Y )(∃fA,B) ∼= Sub(X)(A, f−1B),
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predpostavimo, da je A ≤ f−1B, potem lahko razcepimo morfizem A →
B in dobimo monomorfizem ∃fA ↪→ B po enoličnosti slik. Obratno, če
predpostavimo ∃fA ≤ B, potem dobimo enolični morfizem g iz univerzalne
lastnosti povleka.
Drugi del trditve sledi iz tega, da to velja za povleke in je ∃f adjungiran
funktor.
Kot posledico tega lahko vidimo, da f−1 ohranja konjunkcije v Sub(Y ), kajti
desni adjunkti ohranjajo limite.
Lema 2.13 (Frobenius). Naj bo C regularna kategorija in f : X → Y mor-
fizem v C. Naj bosta A
α
↣ X in B
α
↣ Y dva podobjekta. Potem velja








je spodnji levi kvadrat povlek, torej je črtkani morfizem regularen epimorfi-
zem, saj je povlek regularnega epimorfizma. To pa pomeni, da je kompozitum
A ∧ f−1B ↠ ∃fA ∧B ↪→ B
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kanonična faktorizacija morfizma A∧f−1B → Y , kar nam da želeno enakost.
Še ena izmed lepih lastnosti funkcij med množicami je, da so določene s
svojimi grafi. Izkaže se, da so regularne kategorije ravno pravo okolje za tako
konstrukcijo.
Definicija 2.14. Naj bo f : X → Y morfizem v regularni kategoriji C.
Potem je graf tega morfizma podobjekt
graph(f) ↣ X × Y,
ki ga definiramo kot sliko morfizma ⟨idX , f⟩.
Opazimo lahko, da je kanonični morfizem X → graph(f) izomorfizem,
kajti po definiciji je regularen epimorfizem in kot sekcija je monomorfizem,
torej je izomorfizem.
Lema 2.15. Monomorfizem graph(f) ↪→ X × Y lahko izrazimo kot zožek
morfizmov f ◦ π1, π2 : X × Y → Y .
Dokaz. Ker je π1 ◦ ⟨idX , f⟩ = idX , je ⟨idX , f⟩ sekcija, torej monomorfizem.
To pomeni, da je kompozitum
X
idX−−→ X ⟨idX ,f⟩−−−−→ X × Y
že faktorizacija ⟨idX , f⟩. Da ta morfizem res zoži fπ1 in π2 velja, ker
f ◦ π1 ◦ ⟨idX , f⟩ = f ◦ idX = f
in π2 ◦ ⟨idX , f⟩ = f . Denimo sedaj, da obstaja morfizem t : T → X × Y , za
katerega velja f ◦ π1 ◦ t = π2 ◦ t. Po univerzalni lastnosti produkta lahko t
zapišemo kot ⟨t1, t2⟩, kjer
t1 = π1 ◦ t : T → X in t2 = π2 ◦ t : T → Y.
Dobili smo torej morfizem od T do X, ki faktorizira t. Ker je ⟨idX , f⟩ mono-
morfizem, je to enolični morfizem, za katerega ta diagram komutira. (mogoče
bi bilo lepše, če samo narišemo diagramček)
Lema 2.16. Naj bodo oznake kot v zgornji definiciji in naj bo A
α
↣ X
podobjekt. Če s π1 in π2 označimo projekciji iz produkta, potem velja
∃f (A) = ∃π2(π−11 (A) ∧ graph(f)).
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Dokaz. V ta namen konstruiramo diagram
Y
X graph(f) X × Y X




kjer so kvadrati povleki. Levi spodnji kvadrat dobimo kot povlek zunanjega
trivialnega povleka idX in α. Tako dobimo, da je morfizem
A↠ π−11 A ∧ graph(f)
regularen epimorfizem. Torej nam da sliko morfizma f ◦α, kar pokaže iskano
enakost.
Sedaj bomo opisali, kako lahko dobimo nazaj morfizem iz njegovega grafa.
Definicija 2.17. Na podobjekt R ↣ X × Y lahko gledamo kot na relacijo
med »elementi« X in Y . Relaciji R pravimo:
• totalna, če je ∃π1R = X (to intuitivno pomeni, da je množica vseh
tistih x, za katere obstaja nek y, za katerega velja xRy, enaka X).
• funkcijska, če kanonični morfizem R ×X R → X × Y × Y lahko fakto-
riziramo skozi inkluzijo idX × ∆Y : X × Y → X × Y × Y (tu si lahko
predstavljamo, da ker R×X R predstavlja trojice elementov (x, y1, y2),
za katere velja xRy1 in xRy2, nam ta faktorizacija omogoča, da iz tega
izpeljemo y1 = y2).
Opomba. Kanonični morfizem R×X R → X × Y × Y lahko dobimo tako, da
v diagramu
R ×X R Y ×R R
R × Y (X × Y ) ×X (X × Y ) X × Y
R X × Y X
42 Regularna logika in regularne kategorije
uporabimo izomorfizem (X × Y ) ×X (X × Y ) ∼= X × Y × Y , ki ga dobimo iz
diagrama povleka
X × Y × Y X × Y Y
X × Y X 1
π1
π1
Lema 2.18. Naj bo C regularna kategorija.
(i) Graf morfizma f : X → Y je totalna in funkcijska relacija na X × Y .
(ii) Za vsako totalno in funkcijsko relacijo R ↣ X × Y obstaja natanko en
morfizem f : X → Y , za katerega je R = graph(f).
Dokaz.
(i) Ker je X → graph(f) izomorfizem, lahko faktoriziramo kompozitum
graph(f) ↪→ X × Y π1−→ X kot:




Iz enoličnosti faktorizacije sledi X ∼= ∃π1 graph(f), torej je graph(f)
totalna.
Da je tudi funkcijska relacija bomo razbrali iz diagrama povlekov:
graph(f) ×X graph(f) Y × graph(f) graph(f)
graph(f) × Y X × Y × Y X × Y






Opazimo lahko, da sta obe poti graph(f) × graph(f) → X × Y enaki,
saj ju lahko podaljšamo do X s projekcijo π1 in do Y s projekcijo π2, kar
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nam da identiteto. Če te dve poti komponiramo z morfizmom idX ×∆,
dobimo ravno enolični morfizem graph(f) × graph(f) → X × Y × Y ,
podan z univerzalno lastnostjo tega povleka. To velja, ker idX × ∆
lahko podaljšamo s π1,2 na eni strani in π1,3 na drugi in v obeh primerih
dobimo identiteto. Torej lahko e faktoriziramo skozi idX × ∆.
(ii) Ker je R totalna, je R r↪−→ X × Y π1−→ X regularen epimorfizem, torej je
kozožek jedrnega para (p1, p2), kar lahko predstavimo v diagramu
R ×X R Y ×R R
X × Y
R × Y X × Y × Y X × Y











v katerem je predstavljena tudi faktorizacija
R ×X R → X × Y
idX×∆Y−−−−−→ X × Y × Y,
ki obstaja, ker je R funkcijska relacija. Obe poti od X × Y do Y sta
samo projekciji na drugo koordinato, torej velja π2rp1 = π2rp2. Ker pa
je X kozožek svojega para jedra, obstaja enoličen morfizem f : X → Y ,
da diagram komutira.
Pokazati moramo še, da je graph(f) res izomorfen R. Za to pogledamo
44 Regularna logika in regularne kategorije
diagram
Y








v katerem je desni del samo definicija grafa morfizma f . Levi kompozi-
tum R → X je regularen epimorfizem. Torej dobimo enolični morfizem
R ↠ graph(f) ↪→ X×Y , za katerega nam kompozitum s π1 da idXπ1r
in kompozitum s π1 da f ◦ π1 ◦ r = π2 ◦ ⟨idX , f⟩ ◦ π1 ◦ r = π2 ◦ r. To pa
je ravno monomorfizem r : R ↪→ X × Y , katerega slika je kar R. Torej
je R ∼= graph(f).
Pomembna lastnost regularnih kategorij je interakcija med slikami in po-
vleki.
Lema 2.19. Naj bo






kvadrat povleka. Potem je ∃g′f
′−1 = f−1∃g : Sub(Z) → Sub(X).
Dokaz. Naj bo A α↪−→ Z podobjekt. Situacijo lahko prikažemo v diagramu
A×Y X f−1∃gA
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kjer je sprednja stranica kvadrat povleka. Leva stran je povlek A po f ′,
spodnja stran je faktorizacija morfizma g, desna stran je povlek po f in
zadnja stran je tudi kvadrat povleka. Ker je A×Y X = f ′−1A, je
A×Y X ↠ f−1∃gA ↪→ X
ravno faktorizacija kompozituma f ′−1A ↪→ Z×Y X → X, kar nam da želeno
enakost.
Definicija 2.20. Naj bosta C in D regularni kategoriji. Funktorju iz C v
D pravimo regularen, če ohranja končne limite in kozožke jedrnih parov.
Definicija 2.21. RegCat je kategorija, v kateri so objekti majhne regularne
kategorije in morfizmi regularni funktorji med njimi.
Lema 2.22. Regularen funktor med regularnima kategorijama ohranja po-
vleke in slike.
Dokaz. Ker je v kategoriji s povleki morfizem f monomorfizem natanko







povlek, to pomeni, da vsak regularen funktor F : C → D inducira, za vsak
objekt X ∈ C, preslikavo
FX : SubC(X) → SubD(F (X)),
ki ohranja končne konjunkcije in največji element. Torej je v posebnem tudi
monotona. Funktor F pa ohranja tudi slike morfizmov, kar pomeni, če imamo
podobjekt A α↪−→ X f−→ Y , potem je
F (∃fA) = ∃F (f)(F (A)),
kajti ∃fA je definiran kot kozožek para jedra f ◦ α : A → Y .
2.2 Regularna logika
V prvem poglavju smo videli povezavo med algebrajsko teorijo in kategori-
jami s končnimi produkti. Obravnavana teorija je bila precej enostavna s
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stališča logike, saj so bile edine logične formule, ki smo jih lahko konstru-
irali, oblike t1 = t2 za neka terma, sestavljena induktivno iz spremenljivk
in funkcijskih simbolov. Že iz teh osnovnih gradnikov je mogoče dobiti ve-
liko pomembne matematične »infrastrukture«, kot je na primer teorija grup.
Za opis vseh matematičnih teorij pa jasno ta stopnja kompleksnosti ne za-
dostuje. Videli smo, da se teorije polj ne da opisati z algebrajsko teorijo.
Moderna matematika je standardno opisana v jeziku predikatnega računa,
oziroma logike prvega (ali višjega) reda, kjer imamo poleg funkcijskih simbo-
lov še logične veznike kot so »in«, »ali«, negacijo in univerzalni ter eksistenčni
kvantifikator. Naravno vprašanje je torej, ali lahko zgodbo algebrajskih teo-
rij ponovimo z neko močnejšo logiko. Naredili bomo korak v to smer in našo
logiko le delno razširili v tako imenovano regularno logiko, kjer bomo formule
gradili iz atomskih formul, logične konstante resničnosti ⊤, konjunkcij ∧ in
eksistenčnega kvantifikatorja ∃.
Definicija 2.23. Regularna signatura Σ je sestavljena iz
• množice sort sortΣ = {X1, X2, X3, . . . },
• množice funkcijskih simbolov funcΣ z elementi oblike
f : (X1, . . . , Xn) → Y,
kjer so X1, . . . , Xn, Y sorte.
• množice relacijskih simbolov relΣ z elementi oblike
R : (X1, . . . , Xn),
kjer so X1, . . . , Xn sorte.
Opomba. Poseben primer funkcijskih simbolov so konstante, ki imajo prazno
domeno in so oblike c : () → X.
Pogosto bomo za (X1, . . . , Xn) uporabljali tudi oznako X̄, kjer n razbe-
remo iz konteksta.
Definicija 2.24. Naj bo Σ regularna signatura. Potem jezik L(Σ) sestoji iz
signature Σ, za vsako sorto X števno mnogo spremenljivk x1, x2, x3, . . . : X.
Množice termov in formul definiramo induktivno:
(T1) Če je x spremenljivka sorte X, potem je x term sorte X.
(T2) Če je c konstanta sorte X, potem je c term sorte X.
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(T3) Če so t1, . . . tn že termi sorte X1, . . . , Xn in je f : (X1, . . . , Xn) → Y
funkcijski simbol, potem je f(t1, . . . , tn) term sorte Y .
(F1) Če sta t1, t2 terma sorte X, potem je t1 = t2 formula. Bolj natančno bi
to zapisali kot t1 =X t2.
(F2) Logična konstanta ⊤, ki predstavlja resnično izjavo, je formula.
(F3) Če so t1, . . . tn termi sort X1, . . . , Xn in je R : (X1, . . . , Xn) relacijski
simbol, potem je R(t1, . . . , tn) formula.
(F4) Če sta φ in ψ logični formuli, potem sta φ∧ψ in ∃(x : X)φ tudi logični
formuli.
Za logično formulo φ označujemo množico njenih prostih spremenljiv s FV(φ).
Teorija T, formulirana v jeziku L(Σ), je množica sekvent, ki so sestavljene iz
premise in zaključka, oblike
Γ | φ =⇒ ψ,
kjer je Γ kontekst spremenljivk in sta φ in ψ formuli v jeziku teorije T. V
kontekstu Γ morajo biti vse proste spremenljivke, ki nastopajo v φ in ψ.
Kontekst je formalno seznam parov spremenljivke in sorte.
Če je v sekventi premisa enaka ⊤, potem sekvento Γ | ⊤ =⇒ ψ označu-
jemo kar kot Γ | ψ in pravimo, da ψ velja v kontekstu Γ. Kontekst pogosto
navedemo kot seznam spremenljivk in njihovih sort, npr. x : X, y : Y, z : Z.
Zaradi preglednosti včasih samo navedemo seznam spremenljivk, ki nasto-
pajo v formuli in ne pišemo njihovih sort, npr. x, y, z | φ. Če je kontekst
jasen, ga občasno tudi ne pišemo.
Primer 2.25. Naj bo Σ signatura s tremi sortami X, Y in Z, ki vsebuje
tri funkcijske simbole f : X → Y , g : Y → Z in h : X → Z. Če je x
spremenljivka sorte X, lahko v jeziku L(Σ) tvorimo formulo
x : X | f(g(x)) = h(x).
Ko definiramo interpretacijo teorije, bomo videli, da je to ravno formula, ki
pravi, da je h kompozitum f in g.
Primer 2.26 (Delno urejene grupe). Naj bo Σ signatura z eno sorto X. Za
delno urejeno grupo potrebujemo operacije grupe:
• konstanto e : X, ki predstavlja enoto grupe,
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• operacijo množenja m : X ×X → X,
• operacijo inverza i : X → X,
ki zadoščajo aksiomom:
(G1) m(x, (m(y, z))) = m(m(x, y), z),
(G2) m(x, e) = m(e, x) = x,
(G3) m(x, i(x)) = m(i(x), x) = e.
Poleg tega imamo še relacijo ≤ na X × X, za katero veljajo aksiomi delne
urejenosti:
(U1) x ≤ x (refleksivnost)
(U2) x ≤ y ∧ y ≤ x =⇒ x = y (anti-simetričnost)
(U3) x ≤ y ∧ y ≤ z =⇒ x ≤ z (tranzitivnost)
Za definicijo delno urejene grupe potrebujemo še aksiom, ki mu pravimo
invarianca za translacijo in pravi:
(TI) x ≤ y =⇒ m(x, g) ≤ m(y, g) ∧m(g, x) ≤ m(g, y).
Sedaj bomo definirali pravila sklepanja za naš fragment logike prvega
reda, za katera bomo kasneje pokazali, da so veljavna in polna glede na
kategorično semantiko. Podali jih bomo kot zaporedja izpeljav oblike Γ |
φ ⊢F ψ, indeksiranih kontekstih Γ. Tu moramo biti pozorni, saj na primer
izraz
x1 : X, x2 : X | x1 = x2 ⊢ x2 = x1
ni enak izrazu
x1 : X, x2 : X, x3 : X | x1 = x2 ⊢ x2 = x1.
Razlog za to podrobnost bomo razložili kasneje, ko definiramo semantiko v
kategoriji.
Sedaj definiramo pravila sklepanja v regularni logiki, ki jih razdelimo v
tri sklope. Podali jih bomo kot izpeljave, zapisane v obliki ulomka, kjer
števec predstavlja premise, imenovalec pa sklep izpeljave. Beremo jih kot:
če veljajo vse premise nekega pravila, lahko izpeljemo njegov sklep. Če neka
izpeljava velja v obe smeri torej, če lahko iz premise A izpeljemo sklep B in
iz premise B izpeljemo sklep A, potem to podamo kot dvosmerno izpeljavo,
ki jo označimo z dvojno črto ulomka.
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Definicija 2.27.
(1 Strukturna pravila
(1.1) Γ | φ ⊢ φ
(1.2) Γ | φ ⊢ ψ Γ | ψ ⊢ ρ
Γ | φ ⊢ r
(1.3) Γ | φ ⊢ ψ
Γ, y : Y | φ ⊢ ψ
(1.4) Γ, y : B | φ ⊢ ψ Γ | b : B
Γ | φ[b/y] ⊢ ψ[b/y]
kjer je y : B spremenljivka, b pa term sorte B in b lahko zame-
njamo za y v obeh izrazih.
(2 Logična pravila
(2.1) Γ | φ ⊢ ⊤
(2.2) Γ | ρ ⊢ φ Γ | ρ ⊢ ψ
Γ | ρ ⊢ φ ∧ ψ
(2.3) Γ | ∃(y : Y )ψ ⊢ φ
Γ, y : Y | ψ ⊢ φ
(3 Pravila za enakost
(3.1) x : X | ⊤ ⊢ x = x
(3.2) x1 : X, x2 : X | x1 = x2 ⊢ x2 = x1
(3.3) x1 : X, x2 : X, x3 : X | x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⊢ x1 = x3
(3.4) x̄, ȳ : X̄ | x̄ = ȳ ⊢ f(x̄) = f(ȳ)
(3.5) x̄, ȳ : X̄ | x̄ = ȳ ∧R(x̄) ⊢ R(ȳ), kjer je R : X̄
Če je Γ = ∅, potem Γ | φ ⊢ ψ označimo kot φ ⊢ ψ. Izpeljavo Γ | ∅ ⊢ ψ
označimo kar kot Γ | ψ. Če imamo podano teorijo T, potem izpeljavo v tej
teoriji označujemo z
Γ | φ ⊢T ψ,
kar pomeni izpeljava po zgornjih pravilih sklepanja, z dodatnim aksiomom
FV(φ) ∪ FV(ψ) | φ ⊢ ψ,
za vsako sekvento φ ⇒ ψ v T. Izpeljave gradimo v obliki dreves, kjer so listi
drevesa naše predpostavke in koren sklep izpeljave.
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Primer 2.28. Poglejmo si, kako bi izpeljali pravilo za vpeljavo eksistenčnega
kvantifikatorja, ki pravi:
Γ, t : T | ρ ⊢ ψ(t)
Γ | ρ ⊢ ∃(x : X)ψ(x)
Podali bi ga v obliki drevesa:
Γ, t : T | ρ ⊢ ψ(t)
(1.1)
Γ | ∃(x : X)ψ(x) ⊢ ∃(x : X)ψ(x)
(2.3)
Γ, x : X | ψ(x) ⊢ ∃(x : X)ψ(x) Γ | t : T
(1.4)
Γ | ψ(t) ⊢ ∃(x : X)ψ(x)
(1.2)
Γ | ρ ⊢ ∃(x : X)ψ(x)
Brez dokaza podamo še naslednji dve izpeljavi. V prvi lahko prepoznamo
Frobeniusovo lemo 2.13.
Lema 2.29. V regularni logiki velja:
1. z̄ : Z̄ | ∃x̄(p(x̄)∧q) ⇐⇒ ∃x̄p(x̄)∧q, pri pogoju, da x̄ ne nastopa prosto
v q.
2. x̄ : X̄, x̄′ : Ẋ | p(x̄) ∧ x̄ = x̄′ =⇒ p(x̄′).
2.3 Model regularnega jezika
Recimo, da imamo jezik L(Σ). Podobno kot smo to storili za algebrajsko
teorijo, bi radi definirali model tega jezika v regularni kategoriji. Za to
najprej potrebujemo interpretacijo.
Opomba. Za definicijo interpretacije bomo potrebovali končne produkte in
zožke, ki so v splošnem določeni le do izomorfizma natančno. Privzeli bomo,
da lahko vedno izberemo nek objekt, ki produkt oziroma zožek predstavlja.
To pa pomeni, da moramo privzeti neko verzijo aksioma izbire.
Definicija 2.30. Naj bo L(Σ) jezik. Potem interpretacija M v kategoriji C
sestoji iz:
• Objekta X(M) v C, za vsako sorto X ∈ sortΣ
• Morfizma c(M) : 1 → X(M), za vsako konstanto c : () → X(M). Tu je 1
končni objekt v C.
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• Morfizma f (M) : X(M)1 × · · · ×X(M)n → Y (M) za vsak funkcijski simbol
f : (X1, . . . , Xn) → Y ∈ funcΣ.
• Podobjekta R(M) ↣ X(M)1 × · · · ×X(M)n za vsak relacijski simbol
R : (X1, . . . , Xn) ∈ relΣ.
Produkt X(M)1 ×· · ·×X(M)n označimo z X̄
(M). Interpretacijo M bomo razširili
na vse terme in formule jezika. Za term t sorte Y , s prostimi spremenljivkami
med z̄ : Z̄, bomo predpisali morfizem t(z̄)(M) : Z̄(M) → Y (M), za formulo φ, v
kontekstu Γ pa predpišemo podobjekt { Γ | φ }(M) objekta Z̄(M) po naslednjih
pravilih:
(T1) Če je x spremenljivka sorte X, potem x(z̄)(M) definiramo kot kompozi-
tum Z̄(M) π−→ X(M) idX−−→ X(M). Tu je idX tisti, ki interpretira x, medtem
ko je projekcija π potrebna zaradi »slepih« spremenljivk, ki nastopajo
v z̄ (opomnimo, da po predpostavki proste spremenljivke v termu x
(torej tudi spremenljivka x sama) nastopajo v z̄).





(T3) Naj bo f : (X1, . . . , Xn) → Y funkcijski simbol in ti term sorte Xi za
i = 1, . . . , n. Po indukciji imamo interpretacije ti(z̄)(M) : Z̄
(M) → X(M)i .
Potem term f(t1, . . . , tn) interpretiramo kot kompozitum
f (M)(t1(z̄)(M), . . . , tn(z̄)(M)) : Z̄
(M) ⟨t(M)1 ,...,t
(M)
n ⟩−−−−−−−−→ X̄(M) f
(M)
−−−→ Y (M).
(F1) Formuli t1 = t2 priredimo podobjekt { z̄ : Z̄ | t1 = t2 }(M), ki ga




(F2) Za relacijski simbol R : X̄ interpretiramo { z̄ : Z̄ | R(t1, . . . , tn) }(M)
kot podobjekt Z̄(M), definiran z diagramom povleka:




⟨t(M)1 , . . . , t
(M)
n ⟩
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(F3) { z̄ | ⊤ }(M) je enak Z̄(M).
(F4) { z̄ | φ ∧ ψ }(M) = { z̄ | φ }(M) ∧ { z̄ | ψ }(M).
(F5) { z̄ | ∃xφ }(M) = ∃π{ (x, z̄) | φ }(M), kjer je π projekcija
X(M) × Z̄(M) π−→ Z̄(M).
Definicija 2.31. Interpretaciji M pravimo model za sekvento φ =⇒ ψ, kar
označimo kot
M |= φ =⇒ ψ,
če velja { x̄ | φ }(M) ≤ { x̄ | ψ }(M), kot podobjekta X̄(M), kjer je x̄ mno-
žica spremenljivk, ki nastopajo prosto v φ ali ψ. Interpretacija M je model
teorije T, če je model vsake sekvente v T. To označimo z M |= T .
Opomba. Da je M model φ ⇒ ψ, je v Set to ekvivalentno temu, da je M
model (v klasičnem smislu) formule ∀x̄(φ → ψ). To je intuicija, ki jo je dobro
imeti v mislih.
Primer 2.32. Naj bo L(Σ) jezik iz primera 2.25 s tremi sortami X, Y, Z
in funkcijskimi simboli f : X → Y , g : Y → Z in h : X → Z. Potem
za interpretacijo M v regularni kategoriji C velja, da je M model formule
kompozituma f(g(x)) = h(x), oziroma da
M |= ⊤ =⇒ f(g(x)) = h(x),
natanko tedaj, ko je h(M) = g(M)◦f (M). Poglejmo si ta primer bolj podrobno.
Edina prosta spremenljivka, ki nastopa v tej formuli, je x. Gledamo torej
interpretacijo {x | f(g(x)) = h(x) }(M), ki je realizirana kot zožek




Po definiciji ta formula velja, ko je {x | ⊤ }(M) ≤ {x | f(g(x)) = h(x) }(M)
kot podobjekta X(M). Ker pa je {x | ⊤ }(M) = X(M), to velja natanko takrat,
ko sta f (M) ◦ g(M) in h(M) isti morfizem v C.
Z modelom teorije v rokah se lahko vprašamo, ali le-ta lepo sodeluje s
pravili sklepanja, ki smo jih definirali za regularno logiko. Bolj natančno, ali
so tako definirana pravila sklepanja veljavna glede na modele te teorije. Za
to bomo najprej potrebovali dve tehnični lemi o »slepih spremenljivkah« in
substituciji.
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Lema 2.33. Naj bo φ formula v kontekstu z̄ : Z̄ in π : Z̄(M) ×W (M) → Z̄(M)
projekcija. Potem je
{ (z̄, w) | φ }(M) = π−1{ z̄ | φ }(M).
Dokaz. Z indukcijo po strukturi φ. Najprej pokažimo, da za terme t sorte Y
velja
t(z̄, w)(M) = t(z̄)(M) ◦ π : Z̄(M) ×W (M) → Y (M).
• Če je t = y spremenljivka, potem je x(z̄, w)(M) definirana kot projek-
cija Z̄(M) × W (M) → Y (M), kar lahko izrazimo kot kompozitum dveh
projekcij
Z̄
(M) ×W (M) → Z̄(M) π−→ Y (M).
• Za konstanto c dobimo komutativni diagram
Z̄





• Za funkcijski simbol f : X1(M) × . . . Xn(M) → Y (M) in terme ti sort Xi,
po indukcijski predpostavki, za vsak i = 1, . . . , n velja
ti(z̄, w)(M) = ti(z̄)(M) ◦ π : Z̄
(M) → Xi(M).
Torej dobimo
⟨t1(z̄, w)(M), . . . , tn(z̄, w)(M)⟩ = ⟨t1(z̄)(M) ◦ π, . . . , tn(z̄)(M) ◦ π⟩
= ⟨t1(z̄)(M), . . . , tn(z̄)(M)⟩ ◦ π.
To nam skupaj z definicijo interpretacije funkcijskega simbola da iskano
enakost.
Sedaj se lotimo trditve leme po strukturi formule φ:
• Če je φ ≡ ⊤, je { (z̄, w) | ⊤ }(M) = Z̄(M) ×W (M) in zaključek trivialno
sledi.
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• Če je φ ≡ (t1 = t2), za terma t1, t2, potem zaključek sledi, ker zožki
komutirajo s produkti.
• Če je φ ≡ R(t̄), za relacijski simbol R : X̄ želimo pokazati, da je v
diagramu:
{ (z̄, w) | R(t̄) }(M) Z̄(M) ×W (M)




⟨t1(M), . . . , tn(M)⟩
zgornji kvadrat povlek. Po definiciji {(z̄, w) | R(t̄)}(M) in {z̄ | R(t̄)}(M)
sta zunanji in spodnji kvadrat povleka. Iz splošne teorije kategorij nato
sledi, da je tudi zgornji kvadrat povlek.
• Za formulo φ ∧ ψ želimo pokazati, da imamo povlek
{ (z̄, w) |φ ∧ ψ }(M) Z̄(M) ×W (M)
{ z̄ |φ ∧ ψ }(M) Z̄(M)
π (2.1)
V ta namen konstruiramo diagram:
{z̄, w | φ ∧ ψ}(M)
{z̄, w | φ}(M) Z̄(M) ×W (M) {z̄, w | ψ}(M)
{z̄ | φ}(M) Z̄(M) {z̄ | ψ}(M)
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v katerem sta levi in desni kvadrat povleka po indukcijski prespostavki,
spodnji in zgornji trikotnik pa dobimo po definiciji interpretacije ko-
njunkcije. Črtkana morfizma u in v sta vodoravna morfizma v dia-
gramu (2.1). Če sledimo morfizmom v tem diagramu in uporabimo
univerzalno lastnost povleka iz spodnjega trikotnika, nas to pripelje do
morfizma w : {z̄, w | φ ∧ ψ}(M) → {z̄ | φ ∧ ψ}(M), za katerega dia-
gram (2.1) komutira. Dokaz univerzalne lastnosti dobljenega diagrama
je rutinski z uporabo univerzalne lastnosti zgornjega trikotnika v (2.2).
• Za formulo φ ≡ ∃xψ bomo zaradi jasnosti poimenovali naslednje pro-
jekcije
X(M) ×W (M) × Z̄(M) W (M) × Z̄(M)






{ (w, z̄) | ∃xψ }(M) = ∃q { (x,w, z̄) |ψ }(M) (po definiciji)
= ∃q
(︂





∃p { (x, z̄) |ψ }(M)
)︂
(po lemi 2.19)
= π̃−1 { z̄ | ∃xψ }(M) (po definiciji)
Kot posledico te leme lahko vedno pišemo t(M) namesto t(z̄)(M), saj so
tej morfizmi enolično določeni, če poznamo morfizem za primer z̄ = FV(φ).
Sledi rezultat, ki nam pove kako se obnaša interpretacija pri substituciji
spremenljivk. Pred tem pa še tehnična lema.
Lema 2.34. Naj bo C kategorija s končnimi limitami in e : E → X zožek
morfizmov p1, p2 : X → Y . Potem za poljuben objekt Z dobimo diagram








v katerem je π1 projekcija in je levi kvadrat povlek.
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Dokaz. Naj bo E ′ e
′
−→ X × Z zožek morfizmov p1 × idZ in p2 × idZ . Potem
lahko zapišemo e′ = ⟨e′1, e′2⟩, kjer sta e′1 in e′2 enolična morfizma, za katera
komutira diagram
X







Če označimo projekcijo iz Y ×Z na Y kot ρ1 potem, ker je e′ zožek p1 × idZ
in p2 × idZ , velja
ρ1 ◦ (p1 × idZ) ◦ e′ = ρ1 ◦ (p2 × idZ) ◦ e′.
To pa pomeni p1 ◦ π1 ◦ e′ = p2 ◦ π1 ◦ e′, iz česar sledi p1 ◦ e′1 = p2 ◦ e′1. Tako
dobimo enoličen morfizem u : E ′ → E, za katerega velja e′1 = e ◦ u. Povlek e
po π1 prikažemo v diagramu






od koder lahko preberemo
p1 ◦ π1 ◦ π−11 e = p1 ◦ e ◦ q = p2 ◦ e ◦ q = p2 ◦ π1 ◦ π−11 e.
Od tod sledi (p1 × idZ) ◦ π−11 e = (p2 × idZ) ◦ π−11 e. Iz univerzalne lastnosti
E ′ nato dobimo enoličen morfizem θ : π−11 E → E ′, da velja π−11 e = e′ ◦ θ.
Morfizem v drugo smer dobimo z univerzalno lastnostjo povleka π−11 E, ker
imamo morfizma u : E ′ → E in e′ : E ′ → X ×Z, za katera velja e ◦u = e′1 =
π1 ◦ e′. To nam da enoličen morfizem η : E ′ → π−11 E, za katerega ustrezen
diagram komutira. Sledi, da sta E ′ in π−11 E izomorfna.
Lema 2.35. Naj bo ψ(y1, . . . , yn) formula v kontekstu y1 : Y1, . . . yn : Yn in
t1, . . . , tn termi v kontekstu z1 : Z1, . . . , zm : Zm, kjer se sorti yi in ti ujemata
in po substituciji ti za yi nobena prosta spremenljivka v ti ne postane vezana
v ψ(ti/yi). Potem za sočasno substitucijo vseh yi za ti velja
{ z̄ | ψ(t̄(z̄)/ȳ) }(M) = ⟨t̄(z̄)(M)⟩−1{ (ȳ, z̄) | ψ(ȳ) }(M).
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Dokaz. Z indukcijo na strukturo ψ. Najprej opazimo, da podobno kot
pri prejšnji lemi z indukcijo lahko dokažemo, da za vse terme b sorte X v
kontekstu (ȳ : Ȳ , z̄ : Z̄) velja
b(t̄(z̄)/ȳ)(M) = b(M) ◦ ⟨t̄(z̄)(M)⟩ : Z̄(M) → X(M)










• Za funkcijski simbol f : Ȳ → X to sledi iz definicije interpretacije
funkcijskega simbola.
• Konstanta je poseben primer funkcijskega simbola s prazno domeno.
S tem dejstvom v rokavu se obrnimo na indukcijo po strukturi ψ. Če je
ψ ≡ (t1 = t2), zaključek sledi iz leme 2.34. Primer ψ ≡ ⊤ je trivialen. Za
primer ψ ≡ R(t̄) to sledi iz definicije interpretacije relacijskega simbola kot
povleka, kjer sta v diagramu
{z̄ : Z̄ | R(t̄(z̄)/ȳ)}(M) Z̄(M)







spodnji in zunanji kvadrat povleka po definiciji. Sledi, da je povlek tudi zgor-
nji kvadrat. Primer ψ ≡ ψ1 ∧ ψ2 sledi po indukciji. Edini netrivialni primer
je ψ ≡ ∃xφ. V tem primeru po predpostavki velja x /∈ FV(b). Pokazati
želimo, da imamo povlek
{z̄ | ∃(x : X)φ(t̄(z̄)/ȳ)}(M) Z̄(M)
{ (ȳ, z̄) | ∃(x : X)φ(ȳ) }(M) Ȳ (M)
⟨t̄(z̄)(M)⟩
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Za dokaz bomo uporabili naslednji diagram:
{x, z̄ | φ(t̄(z̄))}(M) ⟨t̄(z̄)(M)⟩−1 { ȳ | ∃xφ }(M)
X(M) × Z̄(M) Z̄(M)
{x, ȳ |φ(ȳ) }(M) { ȳ | ∃(x : X)φ }(M)
X(M) × Ȳ (M) Ȳ (M)
⟨t̄(z̄)(M)⟩⟨id, t̄(z̄)(M)⟩
π
Tu je sprednje lice povlek. Levo lice je povlek po indukcijski predpostavki.
Spodnje lice je faktorizacija na regularen epimorfizem in monomorfizem po
definiciji kvantifikatorja obstoja. Desno lice je potem samo povlek po mor-
fizmu t̄(z̄)(M). Od tod sledi, da je zadnje lice faktorizacija po morfizmu
t̄(z̄)(M), kar pomeni, da je kompozitum
{x, z̄ | φ(t̄(z̄))}(M) ↠ ⟨t̄(z̄)(M)⟩−1 { ȳ | ∃xφ }(M) ↣ Z̄(M)
faktorizacija morfizma {x, z̄ | φ(t̄(z̄))}(M) → Z̄(M). Iskana enakost nato sledi
iz enoličnosti slik.
2.3.1 Veljavnost
Sedaj imamo pripravljeno vse potrebno, da lahko govorimo o veljavnosti pra-
vil sklepanja, ki smo jih definirali za regularno logiko glede na interpretacije
v regularnih kategorijah.
Izrek 2.36 (Veljavnost). Naj bo T regularna teorija in naj bo M model te
teorije v regularni kategoriji C. Če v teoriji T obstaja izpeljava x̄ : X̄ | φ ⊢T
ψ, potem je M |= φ =⇒ ψ, oziroma je
{ x̄ | φ }(M) ≤ { x̄ | ψ }(M)
kot podobjekta X(M).
Dokaz. Z indukcijo po izpeljavi x̄ : X̄ | φ ⊢T ψ:
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• Če je φ =⇒ ψ aksiom T, to sledi iz definicije modela.
• Za pravilo (1.1) to velja trivialno.
• Za pravilo (1.2) to velja, ker je Sub(X̄(M)) delno urejena množica, torej
je v posebnem relacija podobjekt tranzitivna.
• Za pravilo (1.3) to velja po lemi 2.33.
• Za pravilo (1.4) to velja po lemi 2.35.
• Za pravilo (2.1) to velja, ker {x̄ | φ}(M) ≤ X̄(M) = {x̄ | ⊤}(M) po
definiciji.
• Za pravilo (2.2) to velja, ker smo interpretacijo konjunkcije definirali
kot {x̄ | φ∧ψ}(M) = {x̄ | φ}(M) ∧{x̄ | ψ}(M) in je ∧ v Sub(X) infimum.
• Podobno za (2.3) to velja, ker po definiciji
{x̄ | ∃(y : Y )ψ(y)}(M) = ∃π{(ȳ, x̄) | ψ(y)}(M) ≤ {x̄ | φ}(M)
če in samo če, {(ȳ, x̄) | ψ(y)}(M) ≤ Y (M) × {x̄ | φ}(M) = {(y, x̄) |
φ}(M), kjer je π projekcija Y (M) × X̄(M) → X̄(M). Ponovno uporabimo
lemo 2.33.
• Za pravilo (3.1) to velja, ker je {x | x = x} definiran kot zožek dveh
identitet X(M) → X(M), ki je kar enak X(M).
• Za pravilo (3.2) to velja, ker je zožek π1, π2 : X(M) × X(M) → X(M)
enak zožku π2, π1.
• Pri pravilu (3.3) je interpretacija x1 = x2 ∧ x2 = x3 enaka povleku
P E2,3
E1,2 X










π1 ◦ i1,2 ◦ p = π2 ◦ i1,2 ◦ p = π2 ◦ i2,3 ◦ q = π3i2,3q,
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lahko morfizem P → X(M) × X(M) × X(M) faktoriziramo skozi zožek
projekcij π1 in π3, ki je ravno interpretacija {x1, x2, x3 | x1 = x3}.
• Za pravilo (3.4) lahko iz diagrama
{x̄1, x̄2 | f(x̄1) = f(x̄2)}(M) X̄










razberemo, da diagonala X̄(M) → X̄(M) × X̄(M) zoži fπ1 in fπ2.













Sledi, da P → X̄(M) × X̄(M) lahko faktoriziramo skozi
R(M) ↪→ X̄(M) ↪→ X̄(M) × X̄(M),
v posebnem skozi X̄(M) ×R(M), kar je ravno interpretacija R(x̄2).
2.4 Interna logika regularne kategorije
Naj bo C regularna kategorija. Priredili ji bomo signaturo ΣC in regularen
jezik na naslednji način: Signatura ΣC ima za sorte objekte kategorije C.
Fiksiramo končni objekt in za vsak končen seznam objektov fiksiramo objekt,
ki predstavlja njihov produkt. Potem:
• Za vsak morfizem c : 1 → X v jezik dodamo konstanto c : X.
2.4 Interna logika regularne kategorije 61
• Za vsak morfizem f : X1 ×· · ·×Xn → Y v jezik dodamo funkcijski sim-
bol fX̄,Y : (X1, . . . , Xn) → Y , kjer si zapomnemo tudi seznam objektov
s katerimi smo tvorili produkt, kajti iz produkta sicer ne moremo nazaj
dobiti objektov.
• Za vsak podobjekt R ↪→ X1 ×· · ·×Xn v jezik dodamo relacijski simbol
RX̄ : (X1, . . . , Xn).
Jezik L(ΣC) ima sedaj kanonično interpretacijo IC v C. Teorijo TC defi-
niramo kot teorijo te interpretacije, torej množico vseh sekvent Γ | φ ⊢ ψ
v jeziku L(ΣC), ki so resnične pod interpretacijo IC. Z zlorabo notacije
bomo namesto IC pisali kar C, hkrati pa tudi ne bomo ločevali med npr.
funkcijskim simbolom f v tem jeziku in njegovo interpretacijo f (IC) v C.
Sedaj lahko s pomočjo internega jezika regularne teorije opišemo kategorične
pojme.
Lema 2.37. Naj bo C regularna kategorija. Potem
(i) Naj bodo X f−→ Y g−→ Z in X h−→ Z morfizmi v C. Potem je h kompozi-
tum f in g natanko takrat, ko velja C |= (x : X | h(x) = g(f(x))).
(ii) Morfizem m : X → Y je monomorfizem natanko takrat, ko velja
C |= (x1 : X, x2 : X | m(x1) = m(x2) =⇒ x1 = x2).
(iii) Morfizem f : X → Y je regularen epimorfizem natanko, ko velja
C |= (y : Y | ∃(x : X)f(x) = y).
Dokaz.
(i) Smo videli v primeru 2.25.
(ii) Po definiciji interne logike regularne kategorije dobimo diagram
{x1, x2 |x1 = x2 }(C) X ×X X Y






v katerem je e zožek morfizmov x1 in x2 in f zožek morfizmov mx1
in mx2. Ker je m monomorfizem iz mx1f = mx2f , sledi, da obstaja
enoličen morfizem u tako, da velja f = e ◦ u. Torej je res
{x1, x2 |m(x1) = m(x2) }(C) ≤ {x1, x2 |x1 = x2 }(C)
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kot podobjekta X×X, kar po definiciji interne kategorije pomeni ravno
C |= x1 : X, x2 : X | m(x1) = m(x2) =⇒ x1 = x2.
Obratno privzamemo, da obstaja tak u, za katerega velja f = e ◦ u
in želimo pokazati, da je m monomorfizem. V ta namen denimo, da
imamo morfizma t1, t2 : T → X, da je mt1 = mt2. Potem lahko
morfizem ⟨t1, t2⟩ faktoriziramo preko morfizma f in dobimo diagram
{x1, x2 |x1 = x2 }(C) X ×X X Y







tako, da velja ⟨t1, t2⟩ = f ◦ v = e ◦ u ◦ v. Kar pa pomeni
t1 = x1 ◦ ⟨t1, t2⟩ = x1 ◦ e ◦ u ◦ v = x2 ◦ e ◦ u ◦ v = x2 ◦ ⟨t1, t2⟩ = t2,
torej je m res monomorfizem.
(iii) V interni logiki C lahko y : Y | ∃(x : X)f(x) = y izrazimo v diagramu
{x, y | f(x) = y}(C) X × Y Y





Poleg tega pa po lemi 2.15 vemo, da lahko zožek f ◦ π1 in π2 izrazimo
kot graph(f). Z uporabo leme 2.9 lahko nato iz diagrama




razberemo, da je f regularen epimorfizem natanko takrat, ko je g re-
gularen epimorfizem, kar velja natanko takrat, ko je m izomorfizem,
oziroma, ko C |= y : Y | ⊤ =⇒ ∃(x : X)f(x) = y.
Naslednja lema karakterizira končne limite v regularni kategoriji, v inter-
nem jeziku regularne kategorije.
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Lema 2.38. Naj bo C regularna kategorija. Potem
(i) Objekt X v C je končen natanko takrat, ko
C |= x1 : X, x2 : X | x1 = x2 in C |= ∃(x : X)(x = x).
(ii) Morfizma f : Z → X in g : Z → Y tvorita Z kot produkt X in Y
natanko takrat, ko velja
C |= (z1 : Z, z2 : Z | f(z1) = f(z2) ∧ g(z1) = g(z2) =⇒ z1 = z2)
in
C |= (x : X, y : Y | ∃(z : Z)(f(z) = x ∧ g(z) = y)).
(iii) Diagram Z X Ye
f
g
je zožek, natanko tedaj, ko velja
C |=x : X | f(e(x)) = g(e(x))
C |=x : X, y : Y | e(x) = e(y) =⇒ x = y










lahko razberemo, da za objekt X velja C |= x1 : X, x2 : X | x1 = x2
natanko takrat, ko je π1 = π2, kar pomeni, da za vsaka
t1, t2 : T → X
velja t1 = t2. To pa pomeni, da je X → 1 monomorfizem. Če upo-
števamo še, da je C |= ∃(x : X)(x = x) natanko takrat, ko je X → 1
regularen epimorfizem, smo pokazali prvi del.
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(ii) Pokažimo, da je ⟨f, g⟩ izomorfizem, kar pomeni, da Z predstavlja pro-
dukt X in Y . Za to uporabimo dejstvo, da je pogoj,
C |= z1 : Z, z2 : Z | f(z1) = f(z2) ∧ g(z1) = g(z2), (2.3)
ekvivalenten temu, da je ⟨f, g⟩ monomorfizem. Drugi pogoj
C |= x : X, y : Y | ∃(z : Z)(f(z) = x ∧ g(z) = y), (2.4)
pa temu, da je ⟨f, g⟩ regularen epimorfizem. Iz leme 2.9 nato lahko skle-
pamo, da gre za izomorfizem. Najprej opazimo, da lahko interpretacijo
formule
f(z1) = f(z2) ∧ g(z1) = g(z2)
izrazimo kot zožek




Potem lahko kakor v lemi 2.37 faktoriziramo E skozi diagonalo ∆ :
Z → Z × Z, ki predstavlja interpretacijo z1 = z2, če in samo če, je
⟨f, g⟩ monomorfizem. Da pokažemo drugi del, najprej opazimo, da
lahko interpretacijo formule iz (2.4) predstavimo kot
{x, z, y | f(z) = x ∧ g(z) = y } X × graph(g)
graph(f) × Y X × Z × Y
(2.5)
Sedaj zgradimo naslednji diagram povlekov, kjer desni kvadrat dobimo
s povlekom Z → X × Y po morfizmu X → 1. Nato naredimo povlek
dobljenega morfizma
X × Z → X × Z × Y
z morfizmom Z × Y → X × Z × Y , nakar lahko iz (2.5) izpeljemo, da
je interpretacija formule iz pogoja (2.3) ravno slika morfizma
⟨f, idZ , g⟩ : Z → X × Z × Y.
Iz leme 2.37 sedaj lahko sklepamo, da je ⟨f, g⟩ regularen epimorfizem
natanko takrat, ko C |= x : X, y : Y | ∃(z : Z)(f(z) = x ∧ g(z) = y).
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(iii) Zožek morfizmov f in g je enak {x | f(x) = g(x) }. Ker velja fe = ge,
imamo faktorizacijo





Potem je e monomorfizem, če in samo če je Z → ∃eZ izomorfizem in
C |= x : X | f(x) = g(x) =⇒ (∃(z : Z)e(z) = x),
če in samo če je monomorfizem ∃eZ ↪→ {x | f(x) = g(x) } tudi regula-
ren epimorfizem.
Prejšnje leme pokažejo, da lahko vse lastnosti, ki določajo regularno kate-
gorijo izrazimo v interni logiki regularne kategorije. Ker so regularni funktorji
ravno tisti, ki ohranjajo strukturo regularne kategorije, je jasno tudi zanje
mogoče predpisati tako karakterizacijo. To bomo storili v lemi 2.42.
2.5 Generični model in polnost regularnih
teorij
Modeli teorije T tvorijo kategorijo na naslednji način
Definicija 2.39. Mod(T,C) je kategorija, katere objekti so modeli teorije T
v regularni kategoriji C. Morfizmi v Mod(T,C) so družine morfizmov
{hX : X(M) → X(N) }X∈sortΣ ,
za modela M in N , ki komutirajo z interpretacijami osnovnih operacij in
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in za vsak relacijski simbol R : (X̄) lahko kompozitum
(hX1 × · · · × hXn) ◦ i(M) : R(M) → X̄
(M) → X̄(N)
faktoriziramo skozi inkluzijo R(N) ↪→ X(N).
To z indukcijo razširimo na vse terme in formule. Po indukciji velja, da











komutira (tu je hZ̄ mišljen kot hZ1×···×Zn). Podobno z indukcijo pokažemo,
da za vsako formulo φ(z̄) kompozitum
{ z̄ | φ }(M) ↪→ Z̄(M) hZ̄−→ Z̄(N)
lahko faktoriziramo skozi { z̄ | φ }(N).
Definicija 2.40. Naj bo F : C → D regularen funktor med regularnima
kategorijama. Če je M model teorije T s signaturo Σ v C, potem definiramo
interpretacijo F (M) jezika L(Σ) v D kot:
• Za sorto X, iz sortΣ, definiramo X(F (M)) = F (X(M)).
• Za konstanto c : X definiramo c(F (M)) = F (c(M)).
• Za funkcijski simbol f : X̄ → Y definiramo f (F (M)) = F (f (M)).
• Za relacijski simbol R : X̄ definiramo R(F (M)) = F (R(M)) ↣ X̄.
Lema 2.41. Regularen funktor F : C → D inducira funktor
Mod(T,_) = FT : Mod(T,C) → Mod(T,D),
ki slika model M v model F (M) in morfizem h : M → N v morfizem F (h) :
F (M) → F (N).
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Dokaz. Najprej z indukcijo pokažemo, da za vse terme t sorte X, katerih
proste spremenljivke so vsebovanje v z̄ : Z̄ velja
t(F (M)) = F (t(M)) : Z̄(F (M)) → X(F (M)).
Nato z indukcijo po strukturi formul pokažemo, da za vse regularne formule φ
velja
{x̄ | φ}(F (M)) = F ({x̄ | φ}(M)).
Ker za vsako sekvento φ ⇒ ψ v T velja {x̄ | φ}(M) ≤ {x̄ | ψ}(M) in ker F
ohranja urejenost podobjektov sledi, da je F (M) model teorije T. Vsak
morfizem h : M → N v Mod(T,C) inducira morfizem
F (h) = {F (hX) : X(F (M)) → X(F (N))}X∈sortΣ
med modeloma F (M) in F (N).
Sedaj lahko izrazimo regularne funktorje z interno logiko regularne kate-
gorije.
Lema 2.42. Če je F : C → D funktor med regularnima kategorijama (ki
ni nujno regularen), potem dobimo interpretacijo F funkcijskega dela signa-
ture ΣC na sledeč način:
• X(F) = F (X), za X ∈ sortΣ.
• f (F) : X(F) → Y (F) = F (f : X → Y ), za morfizem f : X → Y v C.
Funktor F je regularen natanko takrat, ko velja F |= TC.
Dokaz. Če je F regularen, potem po lemi 2.5 velja, da je F |= TC. Obratno
želimo pokazati, da F ohranja strukturo regularne kategorije. Ker je F
funktor, jasno ohranja vse enakosti interne logike C. Ker pa po predpostavki
v interpretaciji F veljajo vse sekvente iz interne logike C, bo F ohranjal tudi
ostalo regularno strukturo. Vse lastnosti, ki kategorijo naredijo regularno, je
namreč mogoče izraziti v interni logiki. Na primer recimo, da je X končen
objekt v C. Potem iz leme 2.38 sledi
C |= x1 : X, x2 : X | x1 = x2 in C |= ∃(x : X)(x = x).
Po predpostavki torej velja
F |= x1 : X, x2 : X | x1 = x2 in F |= ∃(x : X)(x = x).
To pa pomeni, da je X(F) končen objekt v D. Podoben argument, z uporabo
karakterizacije limit v interni logiki, pokaže še, da F ohranja produkte in
zožke. Z uporabo leme 2.37 lahko pokažemo še, da F ohranja tudi faktori-
zacijo morfizmov, v posebnem tiste regularne epimorfizme, ki nastanejo kot
kozožki jedrnega para (jedrni par, ki je povlek, se tudi ohranja).
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Po drugi strani, če je M fiksen model teorije T v regularni kategoriji E,
dobimo za vsako regularno kategorijo D funktor
MM,D = (_)T(M) : RegCat(E,D) → Mod(T,D), (2.6)
ki pošlje funktor G : E → D v model G(M) v D. Naravno transformacijo
α : G → H pošlje v morfizem modelov
{αX(M) : G(X(M)) → H(X(M)) }X∈sortΣ










V primeru algebrajskih teorij smo videli, da za vsako algebrajsko teorijo T
obstaja poseben model U , ki smo ga imenovali generični model teorije T,
za katerega velja, da je dokazljivost v teoriji ekvivalentna veljavnosti v U .
Dobili smo tudi ekvivalenco med kategorijama modelov algebrajske teorije in
kategorijo funktorjev, ki ohranjajo končne produkte
HomFP(CT,C) ≃ Mod(T,C).
Izkaže se, da je podobno konstrukcijo mogoče ponoviti za regularne teorije.
Za teorijo T bomo konstruirali regularno kategorijo R(T), ki bo inducirala
ekvivalenco kategorij
Mod(T,C) ≃ RegCat(R(T),C),
naravno v C. Analogno kot pri algebrajskih kategorijah bo R(T) vsebovala
logično generičen model teorije T, za katerega se bosta pojma veljavnosti in
dokazljivosti ujemala.
Definicija 2.43. Naj bo T regularna teorija. Sintaktična kategorija R(T)
je:
• objekti so ekvivalenčni razredi formul v kontekstu, se pravi Γ | p, pri
čemer formuli Γ | p in Γ | q predstavljata isti objekt, kadar T izpelje
Γ | p =⇒ q in Γ | q =⇒ p. Ekvivalenčne razrede označimo z { Γ | p }
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• Morfizem
{x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | γ(x̄, ȳ)} : {x̄ : X̄ | p(x̄)} → {ȳ : Ȳ | q(ȳ)}
je funkcijska relacija γ v T, torej imamo izpeljave:
x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | γ(x̄, ȳ) ⊢ p(x̄) ∧ q(ȳ)
x̄ : X̄ | (x̄) ⊢ ∃ȳγ(x̄, ȳ)
x̄ : X̄, ȳ1 : Ȳ , ȳ2 : Ȳ | γ(x̄, ȳ1) ∧ γ(x̄, ȳ2) ⊢ ȳ1 = ȳ2
• Kompozitum morfizmov
{x̄ : X̄ | p} {ȳ : Ȳ | q} {z̄ : Z̄ | r}
{x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | φ} {ȳ : Ȳ , z̄ : Z̄ | ψ}
je podan s formulo
x̄ : X̄, z̄ : Z̄ | ∃(ȳ : Ȳ )(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(ȳ, z̄)).
Lema 2.44. Kompozitum morfizmov v R(T) je dobro definiran.
Dokaz. Naj bosta
{φ } : { x̄ : X̄ | p } → { ȳ : Ȳ | q }
in
{ψ } : { ȳ : Ȳ | q } → { z̄ : Z̄ | r }
morfizma v R(T). Potem je {ψ } ◦ {φ } podan s formulo
x̄ : X̄, z̄ : Z̄ | ∃(ȳ : Ȳ )(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(ȳ, z̄)).
Pokazati moramo, da določa morfizem v R(T). Za totalnost računamo:
x̄ : X̄ | p(x̄) ⊢ ∃ȳφ(x̄, ȳ)
⊢ ∃(ȳ : Ȳ )∃(z̄ : Z̄)(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(ȳ, z̄))
⊢ ∃(z̄ : Z̄)∃(ȳ : Ȳ )(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(ȳ, z̄)),
kjer smo za drugi korak uporabili
φ(x̄, ȳ) ⊢ q(ȳ) in q(ȳ) ⊢ ∃(z̄ : Z̄)ψ(ȳ, z̄).
Za funkcionalnost ponovno računamo:
∃ȳ(φ(x̄, ȳ)∧ψ(ȳ, z1̄)) ∧ ∃ȳ′(φ(x̄, ȳ′) ∧ ψ(ȳ′, z2̄))
⊢ ∃(ȳ : Ȳ , ȳ′ : Ȳ )(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(ȳ, z1̄) ∧ φ(x̄, ȳ′) ∧ ψ(ȳ′, z2̄))
⊢ ȳ = ȳ′ (ker φ(x̄, ȳ) ∧ φ(x̄, ȳ′))
⊢ z1̄ = z2̄ (ker ψ(ȳ, z1̄) ∧ ψ(ȳ′, z2̄) ∧ ȳ = ȳ′).
Ta formula torej res določa dobro definiran morfizem v R(T).
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Opomba. Morfizem induciran s formulo
x̄ : X̄, x̄′ : X̄ | p(x̄) ∧ p(x̄′) ∧ x̄ = x̄′
nam poda identiteto za objekt {x̄ : X̄ | p(x̄)} v R(T). Asociativnost kom-
pozituma dobimo z uporabo leme 2.13 in asociativnosti ∧. Iz konstrukcije je
jasno, da gre za majhno kategorijo.
Lema 2.45. Kategorija R(T) ima vse končne limite
(i) Objekt { · | ⊤ } je končni objekt v R(T).
(ii) Produkt objektov { x̄ : X̄ | p } in { ȳ : Ȳ | q } je podan z objektom
{ x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | p ∧ q }.
Projekcija na { x̄ : X̄ | p } je podana z
{ x̄ : X̄, ȳ : Ȳ , x̄′ : X̄ | p(x̄) ∧ q(ȳ) ∧ x̄ = x̄′ },
projekcija na { ȳ | q } pa z
{ x̄ : X̄, ȳ : Ȳ , ȳ′ : Ȳ | p(x̄) ∧ q(ȳ) ∧ ȳ = ȳ′ }.
(iii) Zožek morfizmov
{ γ }, { γ′ } : { x̄ | p } → { ȳ | q }
je podan z objektom E = { x̄ : X̄ | ϵ(x̄) }, kjer je
ϵ(x̄) ≡ ∃(ȳ : Ȳ ) (γ(x̄, ȳ) ∧ γ′(x̄, ȳ))
in morfizmom { x̄ : X̄, x̄′ : X̄ | ϵ(x̄) ∧ x̄ = x̄′ }.
(iv) Povlek morfizmov
{φ } : { x̄ | p } → { z̄ | r } in { γ } : { ȳ | q } → { z̄ | r }
je podan z objektom
{ x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | ∃(z̄ : Z̄) (φ(x̄, z̄) ∧ γ(ȳ, z̄)) }
in kanoničnima projekcijama.
Opomba. Opazimo, da so v R(T) vse limite podane kot operacije, ne samo
enolično do izomorfizma.
2.5 Generični model in polnost regularnih teorij 71
Dokaz. Uporabljali bomo lastnosti relacije ⊢T.
(i) Za poljuben objekt { x̄ : X̄ | p } dobimo morfizem v { · | ⊤ }. Recimo,
da imamo dva morfizma { x̄ : X̄ | γ }, { x̄ : X̄ | γ′ } iz { x̄ : X̄ | p } v
{ · | ⊤ }. Potem iz definicije morfizma v R(T) sledi
x̄ : X̄ | γ ⊢ p(x̄) in x̄ : X̄ | p(x̄) ⊢ ∃(.)γ′(x̄).
Zadnja izpeljava je ekvivalentna x̄ : X̄ | p(x̄) ⊢ γ′(x̄). Iz tranzitivnosti
izpeljav sledi x̄ : X̄ | γ(x̄) ⊢ γ′(x̄). Podobno dobimo še izpeljavo
x̄ : X̄ | γ′(x̄) ⊢ (x̄), torej sta morfizma, ki ju ti dve formuli definirata,
enaka.
(ii) Naj bosta { x̄ : X̄ | p } in { ȳ : Ȳ | q } objekta. Označimo s {π1} in
{π2} morfizma podana s formulama
π1(x̄, ȳ, x̄′) ≡ p(x̄)∧q(ȳ)∧ x̄ = x̄′, π2(x̄, ȳ, ȳ′) ≡ p(x̄)∧q(ȳ)∧ ȳ = ȳ′.
Najprej moramo preveriti, da sta to res morfizma v R(T). Iz defini-
cije π1 in leme 2.29 sledi x̄ : X̄, x̄′ : X̄, ȳ : Ȳ | π1(x̄, ȳ, x̄′) ⊢ p(x̄′), kar
implicira
x̄ : X̄, x̄′ : X̄, ȳ : Ȳ | π1(x̄, ȳ, x̄′) ⊢ p(x̄) ∧ q(ȳ) ∧ p(x̄′).
Da je to totalna relacija:
x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | p(x̄) ∧ q(ȳ) ⊢ ∃x̄′π1(x̄, ȳ, x̄′)
sledi iz primera 2.28 in leme 2.29. Funkcionalnost
x̄ : X̄, ȳ : Ȳ , x1̄ : X̄, x2̄ : X̄ | (π1(x̄, ȳ, x1̄′) ∧ π1(x̄, ȳ, x2̄′)) ⊢ x1̄′ = x2̄′,
dobimo z uporabo pravil (2.2), (3.2) in (3.3). Denimo sedaj, da imamo
objekt { z̄ : Z̄ | r } in morfizma
{φ } : { z̄ : Z̄ | r } → { x̄ : X̄ | p }
in
{ γ } : { z̄ : Z̄ | r } → { ȳ : Ȳ | q }.
Definirajmo formulo
µ(z̄, x̄, ȳ) ≡ φ(z̄, x̄) ∧ γ(z̄, ȳ).
Dokažimo, da µ inducira enolični morfizem
{ z̄ : Z̄ | r } → { x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | φ ∧ γ },
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za katerega velja
{π1} ◦ {µ } = {φ }
in
{π2} ◦ {µ } = { γ }
Kot prvo pokažimo, da µ res inducira morfizem. Ker
z̄ : Z̄, x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | µ ⊢ φ ∧ γ
in
z̄ : Z̄, x̄ : X̄ | φ ⊢ r ∧ p
ter z̄ : Z̄, x̄ : X̄ | γ ⊢ q, sledi
z̄ : Z̄, x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | µ(z̄, x̄, ȳ) ⊢ r(z̄) ∧ p(x̄) ∧ q(ȳ).
Da je to totalna relacija, sledi iz dejstva, da sta taki že φ in γ, oziroma
eksplicitno imamo
z̄ : Z̄ | r(z̄) ⊢ ∃(x̄ : X̄)φ(z̄, x̄) in r(z̄) ⊢ ∃(ȳ : Ȳ )γ(z̄, ȳ),
kar nam da
z̄ : Z̄ | r(z̄) ⊢ ∃(x̄ : X̄)φ(z̄, x̄) ∧ ∃(ȳ : Ȳ )γ(z̄, ȳ)
⊢ ∃(x̄ : X̄)∃(ȳ : Ȳ )(φ(z̄, x̄) ∧ γ(z̄, ȳ)),
z uporabo leme 2.29. Pokazati moramo še, da je to funkcijska relacija.
Ker je φ funkcijska, velja
µ(z̄, x̄, y1̄) ∧ µ(z̄, x̄, y2̄) ⊢ φ(z̄, y1̄) ∧ φ(z̄, y2̄)
⊢ y1̄ = y2̄
in podobno za γ. Kompozitum
{π1} ◦ {µ }
je po definiciji podan s formulo
z̄ : Z̄ | ∃(x̄ : X̄, ȳ : Ȳ )(µ(z̄, x̄, ȳ) ∧ p(x̄) ∧ q(ȳ) ∧ x̄ = x̄′).
Ker je x̄ = x̄′ je to ekvivalentno formuli
z̄ : Z̄, x̄′ : X̄ | ∃(ȳ : Ȳ )(µ(z̄, x̄′, ȳ) ∧ p(x̄′) ∧ q(ȳ))
≡ ∃(ȳ : Ȳ )(φ(z̄, x̄′) ∧ γ(z̄, ȳ) ∧ p(x̄′) ∧ q(ȳ))
⇐⇒ φ(z̄, x̄′) ∧ p(x̄′) ∧ ∃(ȳ : Ȳ )(γ(z̄, ȳ) ∧ q(ȳ))
⇐⇒ φ(z̄, x̄′) ∧ ∃(ȳ : Ȳ )γ(z̄, ȳ)
⇐⇒ φ(z̄, x̄′).
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Podoben argument velja za
{π2} ◦ {µ }.
Za enoličnost bomo pokazali, da iz
{π1} ◦ {µ } = {φ }
in
{π2} ◦ {µ } = { γ }
sledi µ ⇐⇒ φ ∧ γ. Po predpostavki je φ(z̄, x̄′) ekvivalentna
∃(x̄ : X̄, ȳ : Ȳ )(µ(z̄, x̄, ȳ) ∧ p(x̄) ∧ q(ȳ) ∧ x̄ = x̄′),
kar je ekvivalentno ∃(ȳ : Ȳ )(µ(z̄, x̄′, ȳ)). Podobno za γ velja, da je
ekvivalentna ∃(x̄ : X̄)(µ(z̄, x̄, ȳ′)). Torej je
z̄ : Z̄, x̄′ : X̄, ȳ′ : Ȳ |φ(z̄, x̄′) ∧ γ(z̄, ȳ′)
⇐⇒ ∃(ȳ : Ȳ )(µ(z̄, x̄′, ȳ)) ∧ ∃(x̄ : X̄)(µ(z̄, x̄, ȳ′))
⇐⇒ µ(z̄, x̄′, ȳ′),
kjer smo uporabili dejstvo, da je µ funkcijska slika z.
(iii) Najprej pokažimo, da je { x̄ : X̄, x̄′ : X̄ | ϵ(x̄′) ∧ x̄ = x̄′ } morfizem. Iz
definicije ϵ sledi, da
x̄ : X̄, x̄′ : X̄ | ϵ(x̄′) ∧ x̄ = x̄′ ⊢ p(x̄).
Za totalnost moramo pokazati
x̄′ : X̄ | ϵ(x̄′) ⊢ ∃(x̄ : X̄)(ϵ(x̄′) ∧ x̄ = x̄′),
za kar uporabimo izpeljavo iz primera 2.28. Zadnjo točko dobimo ker
x̄′ : X̄, x1̄ : X̄, x2̄ : X̄ | ϵ(x̄′) ∧ x̄′ = x1̄ ∧ ϵ(x̄′) ∧ x̄′ = x2̄ ⊢ x1̄ = x2̄.
Pokazati moramo, da velja
{ γ } ◦ { x̄, x̄′ | ϵ(x̄′) ∧ x̄ = x̄′ } = { γ′ } ◦ { x̄, x̄′ | ϵ(x̄′) ∧ x̄ = x̄′ }.
Prvi kompozitum je po definiciji enak
∃(x̄ : X̄)(∃(ȳ : Ȳ )(γ(x̄′, ȳ) ∧ γ′(x̄′, ȳ)) ∧ x̄ = x̄′ ∧ γ(x̄, ȳ′)).
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Ta formula je ekvivalentna
x̄′ : X̄, ȳ′ : Ȳ | ∃(ȳ′ : Ȳ )(γ(x̄′, ȳ) ∧ γ(x̄′, ȳ))
in enako velja za drugi kompozitum. Denimo, da imamo morfizem
{ θ } : { z̄ : Z̄ | r } → { x̄ : X̄ | p }
za katerega velja
{ γ } ◦ { θ } = { γ′ } ◦ { θ }.
Potem iščemo formulo µ, ki bo definirala morfizem
{ z̄ : Z̄ | r } → { x̄′ : X̄ | ϵ },
ki bo faktoriziral { z̄ : Z̄, x̄ : X̄ | θ }. Definirajmo kar µ(z̄, x̄′) ≡ θ(z̄, x̄′).
Ni se težko prepričati, da s tako definicijo res dobimo morfizem
{ z̄ : Z̄ | r } → { x̄′ : X̄ | ϵ }.
Kompozitum z { ϵ(x̄′) ∧ x̄ = x̄′ } je po definiciji enak
z̄ : Z̄, x̄ : X̄ | ∃x̄′(θ(z̄, x̄′) ∧ ϵ(x̄′) ∧ x̄ = x̄′),
kar je ekvivalentno kar θ(z̄, x̄). Iz zgornje izpeljave je tudi očitno, da
za vsak morfizem { z̄ : Z̄, x̄′ : X̄ | µ }, ki nam da tako faktorizacijo,
velja
z̄ : Z̄, x̄′ : X̄ | µ ⇐⇒ θ.
(iv) Opis povlekov v interni logiki sledi iz konstrukcije povlekov iz produk-
tov in zožkov, ki velja v vsaki kategoriji s končnimi limitami.
Lema 2.46. Morfizem {φ } : { x̄ : X̄ | p } → { ȳ : Ȳ | q } je:
(i) monomorfizem natanko takrat, ko
x̄1 : X̄, x̄2 : X̄ | ∃(ȳ : Ȳ ) (φ(x̄1, ȳ) ∧ φ(x̄2, ȳ)) ⊢ x̄1 = x̄2,
(ii) regularen epimorfizem natanko takrat, ko
ȳ : Ȳ | q(ȳ) ⊢ ∃(x̄ : X̄)φ(x̄, ȳ).
(iii) Morfizem { p(x̄) ∧ x̄ = x̄′ } : { x̄ : X̄ | p } → { x̄ : X̄ | q } je monomorfi-
zem natanko takrat, ko x̄ : X̄ | p ⊢ q.
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Dokaz.








povlek. Po prejšnji lemi lahko povlek { x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | φ } izrazimo kot
{x̄1 : X̄, x̄2 : X̄ | ∃(ȳ : Ȳ )(φ(x̄1, ȳ) ∧ φ(x̄2, ȳ))}.
Da je { x̄ : X̄, ȳ : Ȳ | φ } monomorfizem je torej ekvivalentno temu, da
v R(T) velja
{x̄1 : X̄, x̄2 : X̄ | ∃(ȳ : Ȳ )(φ(x̄1, ȳ) ∧ φ(x̄2, ȳ))} = {x̄ : X̄ | p}
Če predpostavimo, da sta ta dva objekta enaka v R(T), mora jasno
veljati
x̄1 : X̄, x̄2 : X̄ | ∃(ȳ : Ȳ ) (φ(x̄1, ȳ) ∧ φ(x̄2, ȳ)) ⊢ x̄1 = x̄2.
Obratno, če zgornja enačba velja, potem iz ∃(ȳ : Ȳ )(φ(x̄1, ȳ)∧φ(x̄2, ȳ))
sledi
p(x̄1) ∧ p(x̄2) ∧ x̄1 = x̄2,
kar je ekvivalentno p(x̄1).
(ii) Označimo s θ(x̄1, x̄2) formulo ∃(ȳ : Ȳ )(φ(x1, y) ∧ φ(x2, y)) in z Γ kon-
tekst x̄1 : X̄, x̄2 : X̄. Pokažimo, da je





kozožek natanko takrat, ko velja
ȳ : Ȳ | q(ȳ) ⊢ ∃x̄φ(x̄, ȳ).
Nato bomo pokazali, da je {φ} epimorfizem natanko takrat, ko je (2.8)
kozožek.
Projekcija {Γ, x̄ : X̄ | π1} je inducirana s formulo
Γ | θ(x̄1, x̄2) ∧ x̄1 = x̄
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in {Γ, x̄ : X̄ | π2} s podobno. Enakost
{φ} ◦ {π1} = {φ} ◦ {π2}
velja, ker {π1} in {π2} dobimo iz povleka. Denimo sedaj, da imamo
objekt {z̄ : Z̄ | r} in morfizem
{ψ} : {x̄ : X̄ | p} → {z̄ : Z̄ | r},
za katerega velja
{ψ} ◦ {π1} = {ψ} ◦ {π2}.
To po definiciji pomeni
Γ, z̄ : Z̄ | ∃(x̄ : X̄)(π1(x̄1, x̄2, x̄) ∧ ψ(x̄, z̄))
⇐⇒ ∃(x̄ : X̄)(π2(x̄1, x̄2, x̄) ∧ ψ(x̄, z̄)).
Definirajmo formulo
η(ȳ, z̄) ≡ ∃(x̄ : X̄)(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(x̄, z̄)).
Pokazati želimo, da ta formula inducira enoličen morfizem
{ȳ : Ȳ | q} → {z̄ : Z̄ | r},
za katerega velja {ψ} = {η} ◦ {φ}. Najprej pokažimo, da res definira
morfizem v R(T). Računamo:
ȳ : Ȳ , z̄ : Z̄ | η(ȳ, z̄) ⊢ ∃(x̄ : X̄)(p(x̄) ∧ q(ȳ) ∧ p(x̄) ∧ r(z̄))
⊢ q(ȳ) ∧ r(z̄).
Za totalnost imamo izpeljavo:
ȳ : Ȳ , z̄ : Z̄ | q(ȳ) ⊢ ∃(x̄ : X̄)(φ(x̄, ȳ))
⊢ ∃(x̄ : X̄)(p(x̄) ∧ q(ȳ))
⊢ ∃(x̄ : X̄)(∃z̄′ψ(x̄, z̄′))
⊢ ∃(x̄ : X̄)(φ(x̄, ȳ) ∧ ∃(z̄′ : Z̄)ψ(x̄, z̄′))
⊢ ∃(z̄′ : Z̄)(∃(x̄ : X̄)(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(x̄, z̄′)))
≡ η(ȳ, z̄).
Za zadnji pogoj imamo:
ȳ : Ȳ , z̄1 : Z̄, z̄2 : Z̄ | ∃(x̄ : X̄)(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(x̄, z̄1))
∧∃(x̄′ : X̄)(φ(x̄′, ȳ) ∧ ψ(x̄′, z̄2))
⊢ ∃x̄, x̄′(φ(x̄, ȳ) ∧ φ(x̄′, ȳ)).
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Iz predpostavke potem sledi z̄1 = z̄2, kar smo želeli pokazati. Za
kompozitum moramo pogledati formulo
x̄ : X̄, z̄ : Z̄ | ∃(ȳ : Ȳ )(φ(x̄, ȳ) ∧ η(ȳ, z̄))
≡ ∃(ȳ : Ȳ )(φ(x̄, ȳ) ∧ ∃x̄′(φ(x̄′, ȳ) ∧ ψ(x̄′, z̄))),
iz česar želimo izpeljati ψ(x̄, z̄). Najprej izpostavimo ∃(x̄′ : X̄) in do-
bimo
∃(ȳ : Ȳ )∃(x̄′ : X̄)(φ(x̄, ȳ) ∧ φ(x̄′, ȳ) ∧ ψ(x̄′, z̄)).
Po predpostavki potem iz φ(x̄, ȳ) ∧ φ(x̄′, ȳ) sledi ψ(x̄′, z̄) ∧ ψ(x̄, z̄), iz
česar seveda sledi ψ(x̄, z̄). Za enoličnost privzamemo, da obstaja drug
morfizem {η̃} : {ȳ | q} → {z̄ | r}, za katerega velja {ψ} = {η̃} ◦ {φ}.
Potem imamo
∃(ȳ′ : Ȳ )(φ(x̄, ȳ′) ∧ η̃(ȳ′, z̄)) ∧ ψ(x̄, z̄)
⊢ ∃(ȳ′ : Ȳ )(∃(x̄ : X̄)(φ(x̄, ȳ′) ∧ ψ(x̄, z̄)) ∧ η̃(ȳ′, z̄))
⊢ (η(ȳ, z̄) ∧ η̃(ȳ, z̄))
Torej sta {η} in {η̃} isti morfizem v R(T). Za dokaz v drugo smer de-
finiramo objekt {ȳ : Ȳ | ∃(x̄ : X̄)φ(x̄, ȳ)}, ki si ga lahko predstavljamo
kot sliko morfizma {φ}, in morfizem iz {x̄ : X̄ | p} v to sliko, ki ga pred-
stavlja kar formula φ. Jasno ta formula res določa morfizem z zgornjo
kodomeno. Po definiciji φ ta morfizem tudi komutira s projekcijama
{π1} in {π2}. To porodi enolični morfizem
{µ} : {ȳ : Ȳ | q} → {ȳ : Ȳ | ∃(x̄ : X̄)φ(x̄, ȳ)},
ki faktorizira morfizem v to sliko, določen s formulo φ. Ampak to
pa pomeni, da mora biti {µ} izomorfizem, kajti v drugo smer imamo
očitno inkluzijo slike. Torej, če predpostavimo q(ȳ), velja
∃(ȳ : Ȳ )φ(x̄, ȳ).
Pokažimo sedaj še drugi del trditve. Če je (2.8) kozožek, je {φ} jasno
kozožek, saj je to njegov jedrni par. Obratno, naj obstajajo r, η, θ taki,
da je
{x̄ : X̄ | p} {ȳ : Ȳ | q}
{φ}
kozožek morfizmov
{z̄ : Z̄ | r} {x̄ : X̄ | p}
{η}
{θ}
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Pokazati želimo, da to potem velja tudi za (2.8). V ta namen recimo,
da imamo morfizem {σ} : {x̄ : X̄ | p} → {w̄ : W̄ | s} za katerega velja
{σ} ◦ {π1} = {σ} ◦ {π2}.
V tem primeru zadostuje najti morfizem χ}, ki faktorizira {η} in {θ}
skozi {π1} in {π2}. Potem dobimo
{σ} ◦ {π1} ◦ {χ} = {σ} ◦ {π2} ◦ {χ}
iz česar sledi
{σ} ◦ {η} = {σ} ◦ {θ},
kar nam da enoličen morfizem {µ}, ki faktorizira {σ} torej {φ} res
določa kozožek {π1} in {π2}. Definiramo
χ(z̄, x̄1, x̄2) ≡ η(z̄, x̄1) ∧ θ(z̄, x̄2).
Iz predpostavke χ(z̄, x̄1, x̄2) jasno sledi r(z̄). Da pokažemo, da določa
pravilno kodomeno moramo najti tak ȳ, da velja φ(x̄1, ȳ) ∧ φ(x̄2, ȳ).
Po definiciji χ dobimo neka ȳ1, ȳ2, za katera velja η(x̄1, ȳ1) in θ(x̄2, ȳ2),
ki sta v principu lahko različna. Ker pa {φ} izenači {η} in {θ}, sledi
ȳ1 = ȳ2. Torej smo našli ustrezen ȳ, ki pokaže, da χ res določa ustrezno
domeno in kodomeno. Da res definira morfizem sledi iz tega, da η in θ
vsaka posebej definirata morfizma. Če razpišemo definicijo projekcij π1
in π2 in kompozitumov {π1} ◦ {χ} in {π2} ◦ {χ} se ni težko prepričati,
da res izpolnjujejo želeni enakosti.
(iii) Pogoj x̄ : X̄ | p ⊢ q je potreben, da formula res določa morfizem v R(T).
To, da res določa monomorfizem, potem sledi iz točke (i). Obratno,
vsak monomorfizem je tudi morfizem, torej iz p(x̄) sledi ∃x̄′(p(x̄) ∧
x̄ = x̄′). Ker gre za monomorfizem, je ta x̄′ določen enolično, kar
nam posledično da q(x̄′). Iz x̄ = x̄′ nato sledi q(x̄). Uporabili smo
lemo 2.29.
Trditev 2.47. R(T) je regularna kategorija.
Dokaz. Po lemi 2.38 vemo, da ima R(T) končne limite in po lemi 2.46
vemo, da kozožki jedrnih parov obstajajo. Pokazati moramo še, da povleki
ohranjajo regularne epimorfizme. Torej naj bo
{∃(z̄ : Z̄)(γ(ȳ, z̄) ∧ φ(x̄, z̄))} {x̄ : X̄ | p}
{ȳ : Ȳ | q} {z̄ : Z̄ | r}
{π} {φ}
{γ}
2.5 Generični model in polnost regularnih teorij 79
povlek. Projekcija {π} je inducirana s formulo
π(ȳ, x̄, ȳ′) ≡ ∃(z̄ : Z̄)(γ(ȳ, z̄) ∧ φ(x̄, z̄)) ∧ ȳ = ȳ′.
Recimo, da je {φ} regularen epimorfizem. Po prejšnji lemi vemo, da potem
velja
z̄ : Z̄ | r(z) ⊢ ∃(x̄ : X̄)φ(x̄, z̄).
Iz q(ȳ) sledi ∃(z̄ : Z̄)(γ(ȳ, z̄)), iz česar pa lahko izpeljemo ∃(z̄ : Z̄)r(z̄), kar
nam da ∃(z̄ : Z̄)∃(x̄ : X̄)φ(x̄, z̄). Skupaj dobimo
∃(z̄ : Z̄)(γ(ȳ, z̄) ∧ ∃(x̄ : X̄)φ(x̄, z̄)),
kar je po lemi 2.29 ekvivalentno ∃(x̄ : X̄)∃(z̄ : Z̄)(γ(ȳ, z̄) ∧ φ(x̄, z̄)). Iz
primera 2.28 nato sledi, da je {π} regularen epimorfizem.
Definicija 2.48. Kategorija R(T) vsebuje kanonično interpretacijo U jezika
L(Σ):
• X(U) = {x : X | ⊤ }, kjer je x spremenljivka sorte X.
• c(U) = {x : X | x = c } : { · | ⊤ } → X(U), kjer je c : X konstanta.
• f (U) = { x̄ : X̄, y : Y | f(x̄) = y }, kjer je f : X̄ → Y funkcijski simbol.
Uporabimo dejstvo, da je X̄(U) = X̄1
(U) × . . .× X̄n
(U).
• R(U) = { x̄ : X̄ | R(x̄) }, kjer je R : X̄ relacijski simbol.
Izrek 2.49. Kanonična interpretacija U v regularni kategoriji R(T) je lo-
gično generičen model teorije T. Pravila sklepanja v regularni logiki so polna
glede na interpretacije v majhnih regularnih kategorijah.
Dokaz. Enostavna indukcija pokaže, da je za term t(z̄) sorte Y
t(z̄)(U) = { z̄ : Z̄, y : Y | t(z̄) = y }
morfizem Z̄(U) → Y (U). Podobno za regularno formulo φ(z̄) velja
φ(z̄)(U) = { z̄ : Z̄ | φ }.
Sledi, da je U model teorije T, kajti če je φ ⇒ ψ sekventa v T, potem formula
p(x̄) ∧ x̄ = x̄′ določa monomorfizem iz { x̄ : X̄ | p } v { x̄′ : X̄ | q }, torej je
{ x̄ : X̄ | p } ≤ { x̄′ : X̄ | q }. Za model U velja tudi, da za vse sekvente p ⇒ q
velja
če U |= p =⇒ q, potem x̄ : X̄ | p ⊢ q.
To sledi iz zgornjih argumentov in leme o klasifikaciji monomorfizmov v R(T).
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Sedaj lahko podamo funktorje, ki nastopajo v ekvivalenci
Mod(T,C) ≃ RegCat(R(T),C).
Definicija 2.50. Funktor
MC : RegCat(R(T),C) → Mod(T,C)
je funktor MU ,C, kot smo ga definirali v (2.6) in slika funktor F : R(T) → C
v model FT(U) v C ter naravno transformacijo α : F → G v družino
FT(α) = {αX(U) : F (X(U)) → G(X(U)) }X∈sortΣ .
V drugo smer, funktor
FC : Mod(T,C) → RegCat(R(T),C)
slika model M teorije T v kategoriji C v funktor
FC(M) : R(T) → C
{ x̄ : X̄ | p } ↦→ { x̄ : X̄ | p }(M)
({ γ } : { x̄ | p } → { ȳ | q }) ↦→ (f : { x̄ | p }(M) → { ȳ | q }(M)).
Kjer je f enolični morfizem, da velja graph(f) = { γ }, ki obstaja po
lemi 2.18. Veljavnost pravil sklepanja in dejstvo, da model lahko definiramo
z interno logiko C, pomeni, da je FC(M) regularen funktor. Morfizem med
modeloma h : M → N porodi družino morfizmov
h{ x̄|p } : { x̄ : X̄ | p }(M) → { x̄ : X̄ | p }(N),
naravnih v {x̄ : X̄ | p}. Recimo namreč, da imamo tak morfizem
{ γ } : { x̄ : X̄ | p } → { ȳ : Ȳ | q },
da spornji in zgornji kvadrat v sledečem diagramu komutirata. Potem ko-
mutira tudi zunanji, ki predstavlja ravno diagram naravne transformacije.
{ x̄ | p }(M) { x̄ | p }(N)
{ ȳ | ∃(x̄ : X̄)γ(x̄, ȳ) }(M) { ȳ | ∃(x̄ : X̄)γ(x̄, ȳ) }(N)
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Izrek 2.51. Naj bosta funktorja MC in FC definirana kot v definiciji 2.50.
Potem imamo za vsako regularno kategorij C ekvivalenco kategorij
Mod(T,C) ≃ RegCat(R(T),C),
ki je naravna v C. Do ekvivalence natančno vsaka majhna regularna katego-
rija C nastane na tak način kot »klasifikacijska kategorija« regularne teorije,
kajti C ≃ R(TC).
Dokaz. Preverimo, da je kompozitum v obe smeri izomorfen identiteti. Naj
bo M model T v C. Potem je FC(M) regularen funktor R(T) → C. Kom-
pozitum MC(FC(M)) dobimo z aplikacijo funktorja FC(M) na kanoničnem
modelu U . Ta je podan z interpretacijami:
• Za vsako sorto X ∈ sortΣ je:
X(FC(M)(U)) = FC(M)(X(U)) = FC(M)({x : X | ⊤})
= {x : X | ⊤}(M) = X(M)
• Za funkcijski simbol f : X̄ → Y dobimo v R(T) morfizem
{x̄ : X̄, y : Y | f(x̄) = y} : {x̄ : X̄ | ⊤} → {y : Y | ⊤}
kar pomeni, da po definiciji FC dobimo:
f (FC(M)(U)) = FC(M)(f (U)) = FC(M)({x̄ : X̄, y : Y | f(x̄) = y})
= g : X̄(M) → Y (M)
kjer je g enolični morfizem v C, da velja
graph(g) = {x̄ : X̄ | f(x̄) = y}(M).
Morfizem g dobimo iz leme 2.18.
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• Za relacijski simbol R : X̄ je
R(FC(M)(U)) = FC(M)(R(U)) = FC({x̄ : X̄ | R(x̄)})
= {x̄ : X̄ | R(x̄)}(M) = R(M)
po definiciji interpretacije relacijskega simbola.
Kot v lemi interpretacijo F(M)(U) razširimo na vse terme in formule jezika
L(Σ).
Obratno recimo, da je G : R(T) → C regularen funktor. Tedaj je po
definiciji MC(G) enak G(U), sliki kanoničnega modela. Iz leme vemo, da je
to res model. Z uporabo leme 2.42 in izreka 2.49 sledi, da FC(MC(G)) deluje
na objektih R(T) kot:
{x̄ | p} ↦→ {x̄ | p}G(U) = G({x̄ | p}(U)) = G({x̄ | p}).
Naravnost v C dobimo z združitvijo diagramov (2.7) in (2.9).
Drugi del izreka sledi iz leme 2.42.
Poglavje 3
Zaključek
V tem delu smo videli dva primera tako imenovane kategorične logike, kjer
uporabimo koncepte iz teorije kategorij pri preučevanju matematične lo-
gike. Za začetek tega področja bi lahko oklicali tri članke Williama Lawvera
[12, 13, 14]. V prvem poglavju smo si ogledali kategorični pristop obravnave
algebrajskih teorij. S primerno posploštivijo definicije modelov takih teorij,
smo jih uspeli opisati kot fuktorje, ki so ohranjali neko strukturo. Za al-
gebrajske teorije je bila ta struktura ohranjanje končnih produktov. To je
bilo mogoče prek konstrukcije posebne kategorije, ki je to teorijo zakodirala.
Tako smo lahko našli opis algebrajskih teorij v vsaki teoriji, ki tako struk-
turo premore. Na primer, tako lahko dobimo opis teorije grup v kategoriji
Grp grup in homomorfizmov med njimi. Izkaže se, da so to ravno Abelove
grupe. Videli smo pa tudi, da ta pogled lahko tudi obrnemo in z definicijo
Lawverjeve teorije na vsako ustrezno kategorijo gledamo kot kategorijo, ki
predstavlja neko algebrajsko teorijo. V takih kategorijah lahko nato defini-
ramo njihovo interno logiko, s katero lahko transformiramo enačbe te teorije
v ustrezne kategorične izjave in obratno. V drugem delu smo to združitev
logike in družine kategorij začeli z drugega konca. Najprej smo »našli« za-
nimiv razred kategorij in opazili nekaj lastnosti tega razreda, ki so ustrezale
znanim lastnostim iz kategorije množic. Te lastnosti so bile, da lahko v
regularnih kategorijah izrazimo pojma slike morfizma in relacije. Nato smo
skrbno izbrali fragment logike prvega reda, s katerim je mogoče izraziti te dve
konstrukciji. Pokazali smo, da je ta fragment ravno tak, ki definira interno
logiko regularnih kategorij. Zato ta fragment lahko primerno poimenujemo
regularna logika. Ponovno nam je to omogočilo izraziti modele take logike
kot ustrezne funktorje iz sintaktično zgrajene kategorije, ki tako teorijo za-
kodira, v ustrezne kategorije v katerih je mogoče to logiko interpretirati. To
so seveda natanko regularne kategorije.
84 Zaključek
Ta dva primera sta le del obsežnejše korespondence logičnih teorij in ra-
zredov kategorij. Tu smo videli razširitev logike z upeljavo dodatnih logič-
nih operacij. Druga možna smer razširitve bi bila razširitev teorije tipov v
lambda račun z enostavnimi tipi. Ustrezen razred kategorij v tem primeru
so kartezično zaprte kategorije. Več o tem si lahko preberemo v [19]. Logiko,
ki jo uporabljamo lahko posplošimo do logike drugega (in višjega) reda, kjer
so kategorije s tako interno logiko imenovane elementarni toposi. Ta teorija
je razvita v knjigi [11].
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